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Особенности аналитического исследования высокоинтенсивных процессов теплопроводности. При-
менение методов высокоэнергетического воздействия и их комбинирование с традиционными технологиями 
термической обработки глинистых и пластических материалов ставит своей целью получение заданных рабо-
чих свойств и характеристик: степень устойчивости к износу и растрескиванию, устойчивость к воздействию 
высоких температур, требуемая механическая и физическая внутренняя структура. Эффективность получения 
таких материалов зависит от особенностей формирования температурного поля в теле, для получения данных о 
котором необходимы надежные математические модели. Однако в настоящее время существует проблема, свя-
занная с неопределенностью подходов к моделированию высокоинтенсивных процессов, в первую очередь, 
вследствие неопределенности допущений, принимаемых при формулировке дифференциального уравнения 
теплопроводности. Само понятие высокоинтенсивного нагрева применяется довольно широко, при построении 
моделей допустимы уравнения как гиперболического, так и параболического типа, в зависимости от специфики 
распространения теплоты в конкретном материале. 

Таким образом, актуальность темы исследования обусловливается необходимостью определения коррект-
ных математических моделей теплопроводности для условий высокоинтенсивного нагрева материала. Анали-
тические решения дают возможность проводить вычислительные эксперименты и, в результате, получать но-
вые знания о влиянии широкого спектра параметров процесса на тепловое состояние тела. 

Как отмечено в [1], конкретному виду изотермической поверхности соответствует определенный диффе-
ренциальный оператор теплопроводности, среди которых оператор параболического типа является частным 
случаем. Этому оператору соответствует строго определенный класс изотермических поверхностей, и выйти за 
его пределы нельзя изменением начальных и граничных условий [1—2]. Дифференциальное уравнение тепло-
проводности, связывающее временное и пространственное изменение температуры, для среды с переменными 
физическими характеристиками и внутренними источниками теплоты при допущении о том, что скорость рас-
пространения теплоты бесконечно велика, имеет следующий вид: 

( ) vqtgraddiv
t

c +λ=
τ∂

∂
ρ ,    (1) 

При его выводе тепловой поток через контрольную площадку в некоторый момент времени принят про-
порциональным разности температур в точках тела, удаленных от этой площадки на некоторое расстояние, в 
тот же момент времени. В 1941 г А. В. Лыковым была предложена гипотеза о конечных скоростях распростра-
нения теплоты и массы [3]. В случаях, когда линейная связь между тепловым потоком и градиентом температур 
нарушается, плотность теплового потока определяется обобщенным законом Фурье (в предположении, что теп-
лофизические характеристики не зависят от температуры и внутренние источники теплоты отсутствуют): 

τ∂

∂
τ−∇λ−=

q
tq r ,     (2) 

где rτ  — постоянная времени (время релаксации). 

При резком изменении q  перестройка температурного поля и градиента температуры происходит со сме-

щением во времени ( rτ ). Чем выше степень нестационарности, тем больше rτ . Дифференциальное уравнение 

теплопроводности с учетом релаксационных процессов было получено на основе уравнения теплового баланса 
и обобщенного закона Фурье (гиперболическое уравнение теплопроводности): 

t
tt

r
2

2

2

a ∇=
τ∂

∂
τ+

τ∂
∂

,    (3) 

Переход к гиперболическому оператору устраняет некоторые некорректные решения классической теории 
теплопроводности. В [4] представлены результаты исследования решений краевых задач переноса для уравне-
ний гиперболического типа, где рассматривалась корректность постановки задачи при граничных условиях 
(ГУ) ГУ I и ГУ III рода. В [5] представлено решение нелинейного гиперболического уравнения теплопроводно-
сти при ГУ I рода в квазистационарном режиме нагрева для полубесконечного тела. Показано, в рассматривае-
мом случае можно вместо гиперболического уравнения теплопроводности использовать решение параболиче-
ского уравнения, при условии, что коэффициент теплопроводности будет функцией как температуры, так и 
скорости нагрева. 
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Отдельной проблемой математического моделирования процессов теплопроводности является нагрев в 
микроволновом поле, поскольку здесь требуется учитывать преобразование электромагнитной энергии во 
внутреннюю энергию в объеме тела. В то же время, технологии получения материалов, основанные на микро-
волновом нагреве, получают все большее распространение [6—8]. На основе применения теории обобщенных 
функций путем сведения задачи теплопроводности для многослойной конструкции к однослойной с перемен-
ными (разрывными) физическими свойствами среды в замкнутом виде получено точное аналитическое решение 
задачи нестационарной теплопроводности с переменными во времени внутренними источниками теплоты [3]. 
Однако, предложенные зависимости имеют свои ограничения и могут быть применены исключительно для 
многослойных конструкций при заданных значениях внутренних источников теплоты. 

Целью работы является составление математических моделей высокоинтенсивного нагрева плотных тел, 
свойства которых подобны глинистым материалам и пластическим массам, применяемых при производстве 
технической керамики и различных композиционных изделий. 

Для достижения данной цели следовало решить ряд задач: 
— провести анализ существующих решений гиперболических уравнений теплопроводности и оценить их 

применимость для расчета высокоинтенсивных процессов производства, в частности керамики; 
— оценить вклад релаксационных явлений в процессы, интенсивность которых ограничена требованиями 

для производства керамики; 
— получить зависимости для расчета температуры при микроволновом нагреве полуограниченного масси-

ва для граничных условий III рода; 
— провести вычислительный эксперимент по полученным зависимостям с целью их верификации. 
Аналитическое исследование температуры тела при высокоинтенсивном нагреве. Аналитическое ис-

следование теплового состояния тела проведено с использованием зависимостей [9]. На рис. 1 представлен 
график изменения избыточной температуры тела при различных значениях Fo. Релаксационное число Фурье 

2δ

τ⋅
= r

r

a
Fo относительная координата 

δ
=ξ

x
, безразмерная избыточная температура 

ст

ст
К

tt

tt

−

−
=θ

0

. 

Расчеты проводились при следующих услови-

ях: 111078,2 −⋅=rFo , 06,0=δ  м. При Fo  порядка 

10-3 … 10-4 наблюдается существенное изменение 
температуры на границе тела, далее температур-
ная кривая начинает сглаживаться, в этих случаях 
вид кривых соответствует результатам, получае-
мым по известным зависимостям, в основе кото-
рых лежит дифференциальное уравнение тепло-
проводности параболического типа. Фронт удар-

ной волны при 41078,2 −⋅=Fo  ограничивается 
безразмерной координатой 97,0=ξ , при

31078,2 −⋅=Fo координата сместилась до значения 
92,0=ξ . Расчеты показывают, что за фронтом 

ударной волны температура менее интенсивно, но 
изменяется, т.е. в период времени релаксации теп-
лота продолжает распространяться путем тепло-
проводности. 

Применение зависимостей [9] позволяет про-
водить уточненные расчеты температурного поля 
с учетом релаксационных процессов при любых 
(сколь угодно малых) числах Фурье и определять 
границу теплового фронта. Представляется, что 

для процессов любой интенсивности применение уравнения теплопроводности гиперболического типа позво-
ляет решить проблему малых чисел Фурье. На малых числах Фурье прогрев (охлаждение) тела определяется 
движением фронта ударной тепловой волны, на котором происходит скачок температур. 

Анализ необходимости применения гиперболического уравнения теплопроводности проводился на основа-
нии расчетных данных по температуре при задании экстремально больших значений температур поверхности 
нагрева: от 3000 °С до 4000 °С (к примеру, при спекании керамики температура не превышает 1420 °С). Полу-
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3 — 
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Рис. 1 — Избыточная температура тела при 
различных значениях числа Фурье 
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чено, что скорость нагрева в этих условиях 2,6…3,8 К/с. В то же время, в соответствии с зависимостью (7), для 
глинистых материалов, свойства которых определялись согласно [10], граничная скорость нагрева составляла 
13185 К/с (в качестве Tw принята температура плавления каолина (1800 °С), начальная температура T0 = 20 °С). 
Таким образом, при моделировании температурного поля в процессах спекания керамики существует принци-
пиальная возможность применения уравнений теплопроводности параболического типа. 

Математическая модель нестационарной теплопроводности на основе параболического уравнения с 
внутренними источниками теплоты. При формулировке модели принимались следующие условия. Слой ма-
териала рассматривается как полуограниченный массив с тепловой изоляцией боковой поверхности при на-
чальной температуре t0. Внутри стержня действует положительный источник тепла, обусловленный действием 
микроволнового поля, и удельная мощность которого qv, Вт/м3. Теплообмен с окружающей средой протекает по 
закону Ньютона—Рихмана (граничное условие третьего рода). Задачей является получение зависимости для 
температуры от глубины массива и времени. Математическая запись данной задачи представляется следующим 
образом: 
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Здесь t — температура, x — текущая координата, τ — время, a, λ, c, ρ — соответственно коэффициенты 
температуропроводности и теплопроводности, удельная теплоемкость и плотность слоя материала; α — коэф-
фициент теплоотдачи, qv — положительный источник теплоты. 

Принято, что внутренние источники тепла являются экспоненциальной функцией координаты: qv=qv0·e
-β·x. 

Здесь qv0 — максимальная удельная мощность положительного источника, γ — коэффициент ослабления элек-
тромагнитной энергии в слое, м-1. Применив преобразование Лапласа, получено решение (8): 
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Аналитическое исследование температурного поля полуограниченного массива проводилось при варьиро-
вании следующих определяющих характеристик: коэффициента теплоотдачи α, коэффициента поглощения 
электромагнитной энергии γ, толщины слоя х, начальной температуры материала t0 и температуры окружающей 
среды tа. Рис. 2 демонстрирует изменение температуры по глубине материала. 

Данные получены для следующих условий: α=20 Вт/(м2К), х=0,001 м, qv0=3⋅105 Вт/м3, γ=35 м–1, t0=20 °С, 
tа=20 °С. Видно, что на некотором расстоянии от поверхности интенсивность роста температуры значительно 
ниже, чем в слоях, близких к поверхности, что связано с затуханием электромагнитной энергии по глубине. 

Влияние коэффициента теплоотдачи на распределение температур в материале демонстрируется рис. 3. 
Низкие значения α приводят к тому, что в слоях, близких к поверхности, в которых затухание электромагнит-
ной энергии незначительно, температура существенно возрастает. 

Полученная зависимость (8) позволяет рассчитать температуру полубесконечного массива при различных 
геометрических и физических условиях, среды и материала. 

Выводы. Аналитическое исследование изменения температурного поля в материале показало, что при зна-
чениях чисел Фурье, соизмеримых с релаксационными числами Фурье, формируются две области, соответст-
вующие термическому слою и слою, в котором релаксационные процессы не завершились. 
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СТВОРЕННЯ НОВОГО ВИСОКОЕФЕКТИВНОГО ОБЛАДНАННЯ, ПРОЦЕСІВ І  
АПАРАТІВ, ТЕОРІЇ,  МЕТОДІВ ЇХ РОЗРАХУНКУ ТА ПРОЕКТУВАННЯ.  

ІНТЕЛЕКТУАЛЬНІ СИСТЕМИ КЕРУВАННЯ ТЕХНОЛОГІЧНИМИ ПРОЦЕСАМИ  
В ХАРЧОВІЙ ПРОМИСЛОВОСТІ 

Вкладом релаксационных явлений в процессы, 
интенсивность которых ограничена требованиями 
для производства, к примеру, керамики, можно 
пренебречь. Показано, что возможные скорости 
нагрева на примере производства технической ке-
рамики значительно ниже граничной, выше кото-
рой нельзя принимать гипотезу о бесконечной ско-
рости распространения теплоты. При построении 
математических моделей целесообразно основы-
ваться на уравнении теплопроводности параболи-
ческого типа. 

Предложена математическая модель теплопро-
водности полуограниченного массива при действии 
внутренних источников теплоты для граничных 
условий III рода в дифференциальной форме. Как 
результат ее решения, получена аналитическая за-
висимость для расчета температуры массива при 
его нагреве в условиях действия внутренних источ-
ников теплоты, в частности, в микроволновом поле. 

Предлагаемая зависимость для расчета безраз-
мерной избыточной температуры позволяет полу-
чить информацию о тепловом состоянии тела при 
его нагреве в микроволновом поле и определить 
влияние на теплообменный процесс определяющих 
величин: коэффициента теплоотдачи, коэффициен-
та поглощения электромагнитной энергии, толщи-
ны слоя, начальной температуры материала и тем-
пературы окружающей среды. 
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Рис. 2 — Изменение температуры материала t, °С 
по глубине x, i (время τ=100 с) 
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Рис. 3 — Влияние коэффициента теплоотдачи α 
на температуру материала t, °C (время τ=100 с) 
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