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Аналітично досліджується нагрівання щільного шару сипких (гранульованих) матеріалів у мікро-

хвильовому полі. Представлено математичну модель процесу сушіння у вигляді диференціальних 

рівнянь переносу стосовно необмеженої пластини. Модель враховує ослаблення впливу внутрішніх 

джерел у процесі сушіння за рахунок зміни діелектричних характеристик вологого матеріалу. 

Враховується, що втрата вологи у матеріалі підпорядковується експоненційному закону. Розгля-

нуто фізичний сенс складових рівнянь перенесення теплоти та маси. Описано процедуру отри-

мання розрахункових залежностей для визначення середньої температури та вмісту вологості 

шару за граничних умов третього роду (тепловіддача на границі). Отримані залежності дають 

можливість розраховувати значення вмісту вологи і температури матеріалу при мікрохвильово-

му нагріванні. Проведена апробація математичної моделі сушіння щільного шару сипкого матері-

алу при різних значеннях коефіцієнта тепловіддачі і питомої потужності мікрохвильового поля. 

Наведено результати зіставлення розрахункових даних з результатами експериментів, які демон-

струють зміну температури та вмісту вологи в часі. Показано, що розрахункові та експеримен-

тальні дані задовільно сходяться. Зазначається, що експериментальні криві свідчать про наяв-

ність автоколивального процесу зміни температури при сушінні, що пояснюється дифузійним 

опором матеріалу виходу вологи. Сумісність експериментальних та розрахункових результатів 

свідчить про відповідність математичної моделі реальним процесам перенесення теплоти та во-

логи при нагріванні шару матеріалу в мікрохвильовому полі. Апробація аналітичних залежностей 

для середньої температури шару та вологовмісту дозволяє стверджувати, що їх можна реко-

мендувати для оцінки технологічних параметрів процесів перенесення теплоти та вологи при на-

гріванні шару матеріалу в мікрохвильовому полі.  
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1. Вступ  

 

Сипкі матеріали широкого класу поширені у 

багатопланових теплотехнічних процесах. До них 

відноситься сушіння зернових матеріалів, підго-

товка хімічних каталізаторів, сушіння цеолітів [1], 

нагрівання композитних матеріалів [2]. Метод 

нагрівання матеріалів у мікрохвильовому електро-

магнітному полі зарекомендував себе як високо-

ефективний щодо швидкості, енерговитрат та 

якості кінцевої продукції у процесах термооб-

робки та сушіння, про що свідчать результати ана-

лізу експериментальних даних. Подальше вивчен-

ня процесу мікрохвильового нагріву доцільно до-

повнити аналітичними дослідженнями, серед яких 

найбільш важливі дані щодо температури мате-

mailto:1boshkova.irina@gmail.com
http://orcid.org/0000-0002-9984-6502
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ріалу, що є базовими для оцінки ефективності дії 

мікрохвильового поля та впливу вхідних характе-

ристик на технологічний процес. При побудові ма-

тематичної моделі реального об'єкта приймається 

ряд припущень, що спрощують, з метою виклю-

чення громіздких виразів, які важко використо-

вувати в подальшому. Аналітичне дослідження 

мікрохвильового нагрівання дає можливість ще на 

стадії проектування технологічного об'єкта отри-

мати узагальнені характеристики, виражені через 

конструктивні та технологічні параметри.  

 

2. Сучасний стан дослідження процесу 

мікрохвильового нагрівання діелектричних 

матеріалів 

 

Літературні дані свідчать, що застосування 

мікрохвильового нагріву в багатьох випадках при-

зводить до покращення технологічного процесу та 

якості одержуваного матеріалу. При дослідженні 

кінетики сушіння кварцового піску та його су-

мішей мікрохвильовим випромінюванням [3] ви-

значено, що для стабілізації якості при виго-

товленні ливарних форм і стрижнів рекоменду-

ється до початку структурування пакований рід-

ким натрієвим склом кварцовий пісок попередньо 

просушити в полі мікрохвильового випромінюван-

ня протягом не менше 3 хвилин. Використання 

електротермічних технологій при використанні 

мікрохвильової енергії є важливим кроком у роз-

робці нових інноваційних рішень [4]. Проводяться 

дослідження якості одержуваного продукту, ство-

рені задля встановлення меж застосування мікро-

хвильових технологій [5]. 

Одним з найважливіших процесів у проми-

словості, а також одним з найчастіше дослі-

джуваних тем у харчовій інженерії, є сушіння [6]. 

Оптимізація цього процесу призведе до зниження 

собівартості та підвищення якості продукції. Во-

логоперенесення в неоднорідних матеріалів є 

складним процесом, у якому може мати місце 

кілька механізмів переносу. Процес сушіння є од-

ним із основних способів консервування харчових 

продуктів [7]. На сьогодні велика увага приді-

ляється вивченню комбінованих способів сушіння, 

так як їх застосування призводить до збільшення 

рушійної сили, скорочення часу та енергоємності 

процесу, а також дозволяє отримати якісний 

продукт. Особлива увага приділяється сушінню 

зернових матеріалів за використання мікрохви-

льового поля [8]. Згідно [9], якщо стоїть завдання 

висушити зерно пшениці і знизити вологість з 20% 

до 14%, енергоспоживання конвективного сушін-

ня більше 5000 кДж на 1 кг вологи, що випаро-

вується, а для конвективно-мікрохвильового су-

шіння становить до 3500 кДж/кг, що свідчить про 

доцільність застосування мікрохвильової енергії 

при сушінні. Мікрохвильове сушіння (або в інших 

термінах – сушіння в полі надвисокої частоти 

НВЧ) може використовуватися як альтернативний 

метод для більш швидкого сушіння сільськогоспо-

дарських культур з ефективним використанням 

часу та енергії. У [10] наведено результати впливу 

МХ сушіння на посівні якості насіння. На прик-

ладі насіння кукурудзи та пшениці [11] визначено, 

що кращі швидші методи сушіння, щоб запобігти 

псуванню зібраного насіння. Метою дослідження 

[11] була розробка математичної моделі для імі-

тації умов сушіння насіння пшениці під час су-

шіння у MХ печі. Розроблено суміщену матема-

тичну модель одночасного МХ та конвективного 

сушіння насіння пшениці у побутовій МХ печі, 

внаслідок чого отримано систему нелінійних рів-

нянь. 

Складання математичних моделей, які адек-

ватно відбивають фізичну сутність явищ, що про-

тікають під впливом мікрохвильового поля, пов'я-

зані з певними труднощами, що викликані багато-

факторністю взаємодії електромагнітного поля з 

полярними діелектриками і необхідністю під час 

переходу до теплової схеми виключення вторин-

них елементів. Аналіз підходів до складання мо-

делей взаємодії мікрохвильового поля з мате-

ріалом показав, що коректні математичні моделі 

теплопровідності для аналізованої області дослід-

жень можна отримати, ґрунтуючись на моделях 

А.В. Ликова, наведених у [12], в основі яких ле-

жить рівняння теплопровідності з урахуванням 

внутрішніх джерел теплоти, які можуть бути як 

позитивними, так і негативними. Об'ємний харак-

тер нагрівання матеріалу в мікрохвильовому полі 

дозволяє розглядати матеріал як середовище, у 

якому діють внутрішні позитивні джерела тепло-

ти. Аналіз представлених у наукових фахових 

виданнях результатів [13] дозволяє зробити висно-

вок, що доцільно проводити подальший розвиток 

математичних моделей, що описують нагрівання 

сипких матеріалів в мікрохвильовій підлозі, сто-

совно окремих завдань, в даному випадку – до 

визначення середнього поточного вологовмісту і 

температури щільного шару сипкого матеріалу. 

Метою роботи є розробка математичної моделі та 
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отримання розрахункових залежностей для визна-

чення середньої температури та вологовмісту при 

різній величині мікрохвильової потужності, що 

підводиться, та для різних умов взаємодії мате-

ріалу з навколишнім середовищем. 

 

3. Моделювання процесу сушіння щільного 

шару за наявності внутрішніх джерел 

теплоти 

 

Розглядається процес сушіння щільного шару 

сипкого матеріалу, який можна уявити у вигляді 

необмеженої пластини. Система диференціальних 

рівнянь переносу стосовно необмеженої пластини 

(одномірне завдання) без градієнта загального тис-

ку має вигляд: 

 

 р 1 2;
dt F

c t t J J
d V

     


        (1) 

 1
р ,

r

Jdu c dt F
t t

d r r d V
     

 
      (2) 

 

де ρ – густина матеріалу; с – теплоємність; α – кое-

фіцієнт тепловіддачі від поверхні до навколиш-

нього середовища; V – об’єм матеріалу; t0 – темпе-

ратура навколишнього середовища; F – площа по-

верхні оброблюваного шару; r – питома теплота 

пароутворення; J1 – внутрішнє джерело теплоти, 

обумовлене дією МХ поля; J2 – внутрішнє дже-

рело теплоти, зумовлене випаром води. 

Тут α(t̄ – tр)F/V враховує теплоту, що від-

водиться від поверхні шару матеріалу шляхом 

природної конвекції, J1/r – потік вологи, що випа-

рувалася за рахунок дії внутрішніх джерел тепло-

ти. Наведені вихідні рівняння отримані з огляду на 

те, що процес вирівнювання температури в тілі 

відбувається значно інтенсивніше, ніж відведення 

теплоти з поверхні, тобто задача є зовнішньою. 

Тому диференціальні рівняння були спрощені зав-

дяки умовi dt/dδ = 0. 

Розглянемо фізичний сенс складових цих рів-

нянь. У першому рівнянні враховувалося, що змі-

на температурного напору пов'язана з дією внут-

рішніх джерел теплоти, що призводять до зро-

стання температури матеріалу, тепловіддачею з 

поверхні, що викликає падіння температури, та 

випаровуванням води, що враховується потоком 

J2. Рівняння (2) є балансовим для зміни вмісту 

вологи матеріалу при сушінні. Для більшої наоч-

ності воно може бути представлене у такому виг-

ляді: 

 1 н.с

.

dt F
J c t t

du d V

d r

 
      

 


      (3) 

 

У рівнянні (3) у чисельнику представлений 

тепловий потік Jвип, який витрачається на 

випаровування води, у вигляді різниці теплового 

потоку J1, який генерується в матеріалі під дією 

мікрохвильового поля, та теплових потоків, які 

йдуть на нагрівання матеріалу ρc(dt̄  /dτ) та охо-

лодження при конвекції (F/V)α(t̄  – tн.с). Значення    

Jвип/r відповідає кількості води, що випаровується 

із тіла за одиницю часу. Знак мінус перед рів-

нянням означає, що враховується зміна вмісту во-

логи в матеріалі, яке падає в процесі сушіння. 

Всередині тіла діє джерело теплоти (мікро-

хвильове поле), яке залежить від часу в експо-

ненційній формі: 
 

1

1 10 ;J J e          (4) 

10 вих к / ,J P V         (5) 

 

де J10 – максимальна питома потужність джерела, 

обумовлена дією генератора мікрохвильової енер-

гії, Вт/м
3
, γ1 – коефіцієнт ослаблення електро-

магнітної енергії у матеріалі, с
-1

. Експонентний 

закон зміни внутрішнього джерела J2 прийнятий 

на підставі експериментальних досліджень, пред-

ставлених у [14]. 
 

2

2 20 ;J J e          (6) 

20 ,J N r          (7) 

 

де J20 – максимальна питома потужність джерела, 

зумовлена теплотою випаровування, Вт/м
3
; γ2 – 

коефіцієнт ослаблення швидкості сушіння, с
-1

. 

Аналіз експериментальних даних привів до вис-

новку, що інтенсивність втрати вологи змінюється 

за експонентним законом, так що швидкість су-

шіння в будь-який момент часу можна уявити за-

лежністю N = N0·e
-γ2τ

 (де N0 – швидкість сушіння 

після закінчення періоду нагрівання).  

З урахуванням наведених даних, диференцій-

ний вигляд рівнянь (1)-(2) перетворюється на (8)-(9): 
 

  1 2

н.с 10 20 ;
dt F

c t t J e J e
d V

        


      (8) 

 110
н.с .

Jdu c dt F
e t t

d r r d Vr

  
      

 
      (9) 

 

Рішення (9) за прийнятих початкових та гра- 
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ничних умов: 
 

1 210 20
н.с

1 2

.
J J F

t e e t Ae
F F cV

c c
V V

    
    
  

     

(10) 

 

Таким чином, рівняння для середньої тем-

ператури шару t̄ =  t̄  (τ) визначено.  

Інтегруючи вираз (2): 
 

220 2

2

,
J cV F

u e B
r F cV

   
 
    

     (11) 

 

де B – постійна інтегрування. 

Значення постійної A визначається заданою 

початковою умовою t̄ |τ = 0 = tн.с 
 

10 20
0 н.с н.с

1 2

| .
J J

t t A t
F F

c c
V V

     
 

     

 

 

Отже, 
 

20 10

2 1

.
J J

А
F F

c c
V V

 
 

     

     (12) 

 

Значення B визначається умовою u|τ = 0 = u0. 

Тоді 
 

20 2
0 0

2

| ,
J cV F

u B u
pr F cV



  
   

   
 

 

і постійна інтегрування: 
 

20 2
0

2

.
J cV F

B u
pr F cV

  
 

   
    (13) 

 

Розрахунок вологовмісту та температури за 

отриманими рівняннями передбачає знання коефі-

цієнтів α, γ1 та γ2, а також теплофізичні власти-

вості матеріалу. 
 

4. Апробація математичної моделі сушіння 

щільного шару сипкого матеріалу  
 

Розрахунок вмісту вологи і температури на 

прикладі шару зерна пшениці проводився при 

декількох значеннях α, отриманих для діапазону 

різниці температур Δt = 0…60 ºС. Верхнє значення 

температур обмежувалося прийнятою допустимою 

температурою [15]. Коефіцієнти γ1 і γ2 визначалися 

емпірично, в результаті обробки експеримен-

тальних даних щодо сушіння різних видів сипких 

матеріалів. Виявлено, що γ1 слабо залежить від 

часу сушіння, у той час як γ2 змінюється суттєво. 

Це викликано наступними причинами. Коефіцієнт 

γ1 враховує ослаблення дії внутрішніх джерел у 

процесі сушіння, що відбувається за рахунок зміни 

діелектричних характеристик вологого матеріалу 

внаслідок зменшення вмісту вологи. Однак діапа-

зон зміни вмісту вологи невеликий для значної 

зміни діелектричних властивостей. На початко-

вому етапі сушіння випаровування практично не-

має. Вся енергія, що підводиться, йде на нагрі-

вання матеріалу. Потім волога починає інтенсивно 

виходити з матеріалу та випаровуватися з його 

поверхні. Як показують експерименти, на певній 

ділянці (приблизно до вмісту вологи u = 0,11) 

швидкість сушіння монотонно зменшується. Ці 

особливості враховуються коефіцієнтом γ2. 

Для знаходження γ1 потрібно максимально 

виключити вплив випаровування вологи для 

зменшення похибки, так як потік вологи змі-

нюється за складним законом і його внесок вно-

сить велику похибку визначення корисного тепло-

вого потоку. Тому використовувалися дані по по-

чатковому періоду сушіння (періоду прогріву ма-

теріалу) та дані додаткового експерименту, прове-

деного з тією ж масою зразка і при тій же вихідній 

потужності магнетрона, але при іншому, нижчому, 

вмісту вологи. У ході експериментів визначалася 

температура матеріалу на початку мікрохвильо-

вого нагріву та наприкінці періоду, температура 

навколишнього середовища, розраховувалася пло-

ща відкритої поверхні матеріалу та його об’єм. 

Експеримент проводився з трикратним повторен-

ням, за результатами їх розраховувалося середнє 

значення температур. 

Значення коефіцієнтів γ1 і γ2 отримані за ре-

зультатами аналізу кривих кінетики сушіння та 

наведені в таблиці. Як видно з таблиці, зі зрос-

танням вихідної потужності магнетрона коефі-

цієнт ослаблення γ2 зменшується, що пов'язано з 

інтенсифікацією процесу сушіння: нахил кривої 

сушіння при МХ нагріванні при переході від зна-

чення вихідної потужності магнетрона Рвих = 100 

Вт (№1) до Рвих = 240 Вт (№ 3) менше змінюється 

в часі. Коефіцієнт ослаблення γ2 зменшився в 1,48 

разу при збільшенні потужності в 2,4 рази, отже, 

на його величину впливає не тільки зміна вмісту 

вологи матеріалу, але і внесок іншої фізичної 

величини, імовірно, зменшення дифузійного опору 

матеріалу при збільшенні швидкості виходу 

вологи до поверхні. 
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Таблиця – Емпіричні дані по коефіцієнтам γ1 та γ2 в залежності від вихідної потужності магнетрону 

№ Рвих, Вт J10·10
-5

, Вт/м
3
 J20·10

-5
, Вт/м

3
 γ1, с

-1 
γ2, с

-1
 

1 100 3,37 2,91 6,98 · 10
-5

 6,829 · 10
-4

 

2 180 5,62 3,83 7,33 · 10
-5

 5,213 · 10
-4

 

3 240 8,44 4,20 8,12 · 10
-5

 4,621 · 10
-4

 

Примітка: маса шару 420 г. 

 

Коефіцієнт γ1 зменшився в 1,16 разів: це 

дозволяє припустити, що така зміна пов'язана 

виключно з похибкою експерименту і не залежить 

від теплового потоку, а сам коефіцієнт визнача-

ється лише зміною діелектричних властивостей 

матеріалу.  

Аналіз результатів підтверджує припущення, 

що коефіцієнт γ1 для всіх видів матеріалів не за-

лежить від потужності, що підводиться. Зі збіль-

шенням маси матеріалу значення J10 і J20 змен-

шуються, так як зменшується питоме теплове на-

вантаження qV, Вт/м
3
. Відповідно дещо збіль-

шується коефіцієнт γ2. Так, при масі 420 г та при 

вихідній потужності магнетрона Рвих = 240 Вт 

коефіцієнт γ2 = 5,67·10
-4

 для насіння пшениці. При 

цьому значення qV зменшилося у 3,2 рази. 

Результати розрахунку представлені на рис. 1 

(зміна температури матеріалу в часі) та рис. 2 

(зміна вмісту вологи в часі). 
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Рисунок 1 – Зміна температури матеріалу  

в часі при різних значеннях потужності, що 

підводиться 

 

Зіставлення отриманих даних із результатами 

експериментів показують їхню задовільну збіж-

ність. Були проведені варіантні розрахунки за різ-

них значеннях теплофізичних характеристик.  

Метою цих розрахунків була перевірка праце-

здатності моделі за зміни визначальних величин, 

таких як густина матеріалу, теплоємність, коефі- 

 

цієнт тепловіддачі. Розрахунки показали, що мате-

матична модель правильно відображає вплив цих 

величин на зміну температури та вмісту вологи. 

На рис. 3 представлені залежності температури 

матеріалу від часу за різних значень коефіцієнта 

тепловіддачі α. 
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Рисунок 2 – Зміна вмісту вологи в часі при різних 

значеннях потужності, що підводиться 
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Рисунок 3 – Зміна середньої температури 

матеріалу у часі за різних значень коефіцієнта 

тепловіддачі: 1 – α=5 Вт/(м
2
К); 2 – α=7 Вт/(м

2
К); 

3 – α = 10 Вт/(м
2
К); 4 – α = 15 Вт/(м

2
К). 

 

Видно, що зі збільшенням α температура ма-

теріалу падає, що свідчить про відповідність ре-

альним явищам. Результати перевірки отриманих 

залежностей експериментальних даних показують 

хорошу збіжність. 
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5. Зіставлення розрахункових та експе-

риментальних даних щодо сушіння щіль-

ного шару зерна в мікрохвильовому полі 

 

На рис. 4 представлені дані розрахунку та 

експерименту при для аналогічних вихідних 

даних. Видно, що експериментальні точки прак-

тично описуються розрахунковою кривою для 

вмісту вологи. Великий розкид значень на кривих 

після досягнення вмісту вологи 0,15 % поясню-

ється тим, що в моделі не враховується зміна ко-

ефіцієнта γ1. Проте сушіння в промислових умовах 

триває до вмісту вологи 14,5 %, що дозволяє 

прийняти значення цієї величини постійної. 
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Рисунок 4 – Кінетика сушіння в мікрохвильовому полі: порівняння експериментальних ●  

та розрахункових даних ■ для насіння пшениці. Маса m = 400 г, вихідна потужність  

магнетрона Рвих = 450 Вт, коефіцієнт тепловіддачі α = 5 Вт/(м
2
К) 

 

Аналіз температурних кривих свідчить, що 

після періоду нагрівання матеріалу та включення 

механізму випаровування вологи в тілі при тепло-

вих навантаженнях qV > 2,2·10
3
 Вт/кг спостері-

гаються автоколивальні процеси, що виражаються 

у пульсаційній зміні температури. Імовірно це 

пов'язано зі зростанням тиску в матеріалі при пе-

ревищенні температури вище 50 °С, а потім, після 

досягнення певного значення, властивості міц-

ності матеріалу вже не дозволяють утримувати 

пару і вона виривається назовні – тиск спадає, 

температура зменшується. При подальшому підве-

денні потужності процес повторюється. На кривій 

вмісту вологи коливальний характер процесу 

виражений менш слабо, що пояснюється різними 

тепловими ефектами. Так, у періоді випаровування 

кількість теплоти, яка витрачається на випаро-

вування, витрачається здебільшого на випарову-

вання, і меншою – на зміну температури, у періоді 

нагрівання картина зворотна. Однак, оскільки від-

хилення в кількості теплоти, що витрачається на 

випаровування, виявляється у незначних коли-

ваннях маси (внаслідок великого значення пито-

мої теплоти пароутворення), то зміни температур 

будуть суттєво вищими. 

 

6. Висновки 

 

Отримано аналітичне рішення диференціаль- 

них рівнянь, що описують зміну температури та 

вмісту вологи при сушінні в мікрохвильовому полі 

з урахуванням конвективного теплообміну з нав-

колишнім середовищем.  

При використанні отриманих залежностей до-

цільно скористатися значенням максимальної пи-

томої потужності джерела J20, обумовленого про-

цесом випаровування води, а також значеннями 

коефіцієнтів γ1 і γ2, отриманими експеримен-

тально, за умов, відповідних розрахунковим.  

Зіставлення розрахункових даних за отрима- 

ними залежностями та експериментальних даних 

показують хорошу збіжність, що дозволяє реко-

мендувати представлені аналітичні залежності для 

оцінки технологічних параметрів процесів перене-

сення теплоти та вологи при нагріванні шару ма-

теріалу в мікрохвильовому полі  
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The heating of a dense layer of loose (granular) materials in a microwave field is studied analytically. A 

mathemati-cal model of the drying process is presented in the form of differential transfer equations as 

applied to an unlimited plate. The model takes into account the weakening of the effect of internal sources 

during the drying process due to changes in the dielectric characteristics of the wet material. It is taken 

into account that the loss of moisture in the material obeys an exponential law. The physical meaning of 

the components of the heat and mass transfer equations is considered. A procedure is described for ob-

taining calculated dependences for determining the average temperature and moisture content of a layer 
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under boundary conditions of the third kind (heat transfer at the boundary). The obtained dependences 

make it possible to calculate the values of moisture content and temperature of the material during mi-

crowave heating. A mathematical model for drying a dense layer of a dispersed material was tested for 

various values of the heat transfer coefficient and the specific power of the microwave field. The results of 

comparing the calculated data with the results of experiments, which demonstrate the change in tempera-

ture and moisture content over time, are presented. It is shown that the calculated and experimental data 

agree satisfactorily. It is noted that the experimental curves indicate the presence of a self-oscillatory 

process of temperature change during drying, which is explained by the diffusion resistance of the mate-

rial to the release of moisture. The compatibility of experimental and calculated results indicates the con-

formity of the mathematical model to the real processes of heat and moisture transfer when heating a lay-

er of material in a microwave field. Approbation of analytical dependences for the average temperature 

of the layer and moisture content suggests that they can be recommended for estimating the technological 

parameters of heat and moisture transfer processes when heating the material layer in a microwave field. 

Keywords: Microwave heating; Mathematical model; Heat transfer coefficient; Internal heat sources;  

Attenuation coefficient; Approbation; Temperature; Moisture content 
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