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Досліджуються математичні моделі нагрівання матеріалів при дії внутрішніх джерел теплоти. 

Представлено модель теплопровідності, у якій дія мікрохвильового поля враховується як позитивне 

внутрішнє джерело теплоти. Визначається, що доцільність одержання аналітичних рішень пов'я-

зана із практичним інтересом до мікрохвильового сушіння. Інформація про розподіл температури в 

матеріалі важлива для різних технологічних процесів, наприклад, сушіння зерна. Розглядається 

напівобмежений масив, температура якого в початковий момент часу у всіх точках однакова. 

Прийнято однокомпонентну модель, відповідно до якої шар розглядається як квазігомогене середо-

вище з ефективними характеристиками. Негативне джерело теплоти враховує частку енергії, обу-

мовлену потоком вологи випаруваної при сушінні матеріалу. Приймається експонентний характер 

зміни інтенсивності позитивного та негативного джерела по товщині шару. Для рішення рівняння 

теплопровідності застосований метод інтегрального перетворення Лапласа. Рішення диферен-

ціального рівняння теплопровідності з початковими й граничними умовами І роду дозволило одер-

жати формулу для розрахунку температури напівобмеженого масиву, що застосовно для умов, коли 

температура навколишнього середовища менше температури матеріалу. Ця умова відображає ре-

альний фізичний процес мікрохвильового нагрівання. Аналізуються результати розрахунків темпе-

ратури води та щільного шару зерна пшениці залежно від тривалості дії мікрохвильового поля і його 

питомої потужності. Показано, що для одержання достовірних результатів важливим показником 

є значення коефіцієнта корисної дії мікрохвильової камери. Проведені розрахунки вологовмісту й 

температури шару зерна пшениці для періоду постійної швидкості сушіння. Отримана залежність 

може застосовуватися при аналізі впливу тривалості нагрівання, вхідної потужності й початкових 

температур на розподіл температури по товщині шару. 
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1. Вступ 

 

Метою роботи є складання математичної мо-

делі та одержання формули для розрахунку темпе-

ратури напівобмеженого масиву при мікрохвиль-

овому нагріванні точними аналітичними метода-

ми. Математична модель теплопровідності запи-

сується в диференціальному виді й ґрунтується на 

законі збереження енергії. Залежно від складності 

поставленого завдання, для рішення математичних 

моделей у диференціальному виді застосовують 

точні аналітичні методи, наближені й чисельні [1]. 

Застосування точних аналітичних методів дозво-

ляє одержати формули для проведення розра-
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хунків, у якіх не є присутньою погрішність наб-

лиження. Аналіз існуючих теоретичних подань 

про процеси перетворення енергії мікрохвильово-

го поля у внутрішню енергію тіла [2 – 5] свідчить 

про особливу складність моделювання тепловоло-

гопереносу при мікрохвильовому (МХ) нагріванні. 

У той же час уживають досить успішні спроби 

створення математичних моделей [6 – 8], що доз-

воляють одержати рішення деяких окремих зав-

дань теплопровідності при дії внутрішніх джерел 

теплоти, наприклад, при мікрохвильовому нагрі-

ванні. Рівняння для розподілу температури в оди-

ночній твердій сфері з урахуванням залежності 

коефіцієнта теплопровідності від температури при 

дії внутрішніх джерел теплоти представлене в [8]. 

Особливий інтерес представляють моделі, що ба-

зуються на підходах О.В. Ликова [1], в основі яких 

лежить рівняння теплопровідності параболічного 

типу. Рішення [1] описують температурне поле 

при дії внутрішніх джерел теплоти в умовах, при 

яких тепловий потік направлений від навколишнь-

ого середовища до поверхні матеріалу, що при 

мікрохвильовому нагріванні не виконується. Ви-

никає необхідність в одержанні рішень в умовах 

напрямку теплового потоку від поверхні матеріалу 

в навколишнє середовище. Так, формула для ро-

зрахунку температури при мікрохвильовому су-

шін-ні для граничних умов III роду наведена в [9]. 

Однак складність формули для розрахунку темпе-

ратури приводить до появи областей з результата-

ми, що не відображають фізичну сутність явищ 

теплопереносу.  

Доцільність одержання аналітичних рішень 

пов'язана із практичним інтересом до мікрохвиль-

ового сушіння. Інформація про розподіл темпера-

тури в матеріалі важлива для різних технологічних 

процесів, на приклад, сушіння насінного зерна.  

 

2. Математична модель теплопровідності з 

урахуванням дії внутрішніх джерел теплоти 

 

Розглядається напівобмежений масив, темпе-

ратура якого у всіх точках однакова й дорівнює t0. 

У момент часу τ0 масив поміщається в мікрохви-

льове поле, починають діяти внутрішні джерела 

теплоти. Приймається, що температура поверхні tw 

залишається постійної: виконуються граничні 

умови I роду. Дія мікрохвильового поля приводить 

до росту температури в масиві. Прийнято одноко-

мпонентну модель, відповідно до якої шар розгля-

дається як квазігомогенне середовище з ефектив-

ними характеристиками. Приймається, що фізичні 

характеристики матеріалу не залежать від темпе-

ратури. Температура змінюється по координаті х і 

в часі τ. 

Об'ємний характер нагрівання матеріалу в мі-

крохвильовому полі дозволяє розглядати матеріал 

як середовище, у якому діють внутрішні позитивні 

джерела теплоти. Приймається експонентний ха-

рактер зниження інтенсивності позитивного дже-

рела по товщині шару відповідно до закону Лам-

берта-Бера: 

 
1 10

x

v vq q e  ,                               (1) 

де qv10 – максимальна питома потужність позитив-

ного джерела теплоти, Вт/м
3
; α - коефіцієнт пог-

линання електромагнітної енергії в шарі матеріа-

лу, 1/м, х - поздовжня координата, м. 

Вихід вологи при сушінні представлявся дією 

негативного джерела теплоти: 

  
20vq N r  ,                               (2) 

де qv20 - максимальна питома потужність негатив-

ного джерела теплоти, Вт/м
3
; r – питома теплота 

паротворення, Дж/кг, ρ – щільність матеріалу, 

кг/м
3
; N – швидкість сушіння, 1/с. 

Приймається експонентний закон зміни інте-

нсивності негативного джерела по товщині шару: 

x
vv eqq  202 ,                            (3) 

де β -коефіцієнт загасання негативного внутріш-

нього джерела, 1/м. 

Математична модель представлена наступни-

ми рівняннями.  
2
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де а – коефіцієнт температуропровідності, м
2
/с; с – 

теплоємність матеріалу, Дж/(кгК). 

Для рішення рівняння (4) був застосований 

метод інтегрального перетворення Лапласа.  

 

3. Аналіз зміни температури масиву при 

мікрохвильовому сушінні 

 

3.1. Результат рішення математичної мо-

делі теплопровідності 

 

Рішення диференціального рівняння тепло-

провідності (4) з початковими й граничними умо-

вами (5) дозволило одержати формулу для ро-

зрахунку температури напівобмеженого масиву, 
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що застосовно для умов, коли температура навко-

лишнього середовища менше температури ма-

теріалу. Ця умова відображає реальний фізичний 

процес мікрохвильового нагрівання. 
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, 6) 

 

де а - коефіцієнт температуропровідності, м
2
/с; α - 

коефіцієнт поглинання електромагнітної енергії, 

м
 -1

,   - коефіцієнт загасання негативного внут-

рішнього джерела, м
-1

, нижній індекс 0 при пи-

томій потужності показує, що величина відносить-

ся до максимального значення. 

 

3.2. Апробація розрахункової формули для 

температури напівобмеженого масиву без ура-

ху-вання виходу вологи 

 

Перевірка працездатності розрахункової фор-

мули проведена на зерні пшениці й воді. На ри-

сунку 1 наведені результати розрахунків темпера-

тур зерна й води залежно від тривалості впливу 

МХ поля при
 
qv20=0. Вихідні дані для розрахунку 

наступні: початкові температури матеріалу та се-

редовища рівні: tw=t0=20 
о
С, коефіцієнт поглинан-

ня для води αw=125 м
-1

, коефіцієнт поглинання для 

зерна αw=30 м
-1

. Розрахунок температури води й 

зерна при однаковій ефективності перетворення 

мікрохвильової енергії у внутрішню енергію тіла, 

при цьому коефіцієнт корисної дії (ККД) камери 

η=1, показав, що температурні криві для води 

(лінії 3,4) розташовуються нижче кривих для зерна 

(лінії 1,2). Це пояснюється тим, що для коректного 

зіставлення температур необхідно враховувати 

значення діелектричних характеристик матеріалу 

(так, для води при 20
 о

С  82" , для зерна 6,2" ). 

Із цією метою необхідно використовувати дані по 

ККД мікрохвильової камери η. Ефективність по-

глинання мікрохвильової енергії водою вище, ніж 

зерном. ККД камери при нагріванні води був 

близький до 1.  
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Рисунок 1 – Зміна температури тіла при мікрох-

вильовому нагріванні для х=10 мм: 1 – зерно, η=1, 

360 с; 2 – зерно, η=1, 60  с; 3 – вода, η=1, 

60 с; 4 – вода, η=1, 360  с; 5 – зерно, η=0,47, 

60 с; 6 - зерно, η=0,47, 360  с. 

 

Експериментальна залежність для визначення 

ККД камери при її завантаженні зерном наведена в 

[10]. Відповідно до цієї залежності для зерна пше-

ниці масою 100 гр ККД η =0,47. У цьому випадку 

розрахунок привів до розподілу температурних 

кривих, що правильно представляє фізичний про-

цес мікрохвильового нагрівання. Температура зер-

на (лінії 5, 6) розташовуються нижче, ніж темпе-

ратура води, і їхні значення задовільно корелю-

ються з експериментальними [10]. 

 

3.3. Апробація розрахункової формули напівоб-

меженого масиву з урахуванням виходу вологи 

 

У періоді постійної швидкості сушіння прий-

мається, що вологовміст кожного шару в часі 

змінюється за лінійним законом (7). Зміна воло-

говмісту по шарах углиб матеріалу визначається 

по залежності (8). 

  
0 iu u N             (7)              

  0

x

iN N e              (8) 

де Ni - швидкість сушіння i-го шару, 1/с; N0 - шви-

дкість сушіння верхнього шару, 1/с. 

По наведеним вище залежностях (6), (7) на 

основі пакета прикладних програм MAPLE 15 от-

риманий розподіл вологовмісту й температури ма-

теріалу в процесі сушіння при мікрохвильовому 

підведенні теплоти. Прийняті в розрахунку зна-

чення максимальних питомих потужностей дже-

рел qv10 і qv20, а також коефіцієнтів ослаблення α і 

β, наведені в табл.1. 
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Таблиця 1 – Вихідні дані для розрахунку полів во-

логовмісту й температури. 

Р, Вт 
qv10, 

Вт/м
3
. 

qv20·10
5
, 

1/с. 
α, 1/м. β, 1/м. 

160 110 -4,26 30,2 -6,6 

240 165 -8,9 30,2 -6,6 

400 275 -13,9 30,2 -6,6 

 

На рисунку 2 наведені криві зміни волого-

вмісту й температури. Профіль температури по 

товщині шару, при переході від періоду прогріву 

до періоду постійної швидкості сушіння, змі-

нюється (рис.2 б). Якщо в період прогріву темпе-

ратура убуває по експоненті, то в періоді постійної 

швидкості сушіння ця залежність змінюється стає 

близької до лінійного закону (крива 3 рис. 2б) і 

переходить до опуклого виду кривої. 
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Рисунок 2 – Зміна вологовмісту (а) та темпера-

тури (б) по товщині шару в процесі сушіння при 

потужності МХ джерела Nвих =160 Вт.  

Період прогріву: 1-1- τ=60 с; 2-2- τ =120 с;  

Період постійної швидкості сушіння:  

3-3- τ =360 с; 4-4- τ =480 с; 5-5- τ =600 с. 

Для визначення середньої швидкості сушіння 

зерна може бути запропонована емпірична залеж-

ність (9), справедлива при 1285200  q Вт/кг із 

погрішністю ±15 % [10]. 

 
1,1771,58 10N q  , с

-1
             (9) 

де q=Q/M - питомий тепловий потік, Вт/кг.  

Для розрахунку корисного теплового потоку 

Q пропонується формула (10), що враховує спо-

живану від мережі електроенергію P , ККД мікро-

хвильової камери η і ККД магнетрона
 
ηm: 

mQ P  , Вт                           (10) 

Установлено, що аналітичні залежності для 

розрахунку температур матеріалу при сушінні, 

отримані з рішення рівняння теплопровідності з 

урахуванням двох джерел теплоти, задовільно 

працюють в області режимних параметрів, що від-

повідають режимам сушіння зернових: швидкість 

сушіння N= 10
-5

…10
-4

с
-1

, початковий вологовміст 

2,0u кг/кг [10]. Розрахунок температур по ро-

зроблених математичних моделях з урахуванням 

двох внутрішніх джерел теплоти дозволяє одер-

жувати задовільні дані й прогнозувати тепловий 

стан матеріалу в довільний момент часу. 

 

4. Висновки 

 

Математична модель теплопровідності напів-

обмеженого масиву, що враховує дію двох джерел 

тепла, позитивного й негативного, задовільно опи-

сує процес нагрівання шару матеріалу в мікрохви-

льовому полі з урахуванням випару волога при 

сушінні. Отримана аналітична залежність для ро-

зрахунку локальних температур напівобмеженого 

масиву в умовах мікрохвильового нагрівання мо-

же застосовуватися при аналізі впливу тривалості 

нагрівання, вхідної потужності й початкових тем-

ператур на розподіл температур по товщині шару. 
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Mathematical models of heating materials under the action of internal heat sources are studied. A thermal 

conductivity model is presented in which the action of the microwave field is taken into account as a positive 

internal heat source. It is determined that the feasibility of obtaining analytical solutions is associated with a 

practical interest in microwave drying. Information on the temperature distribution in the material is im-

portant for various technological processes, for example, the drying of grain. A semi-infinity body is consid-

ered, whose temperature at the initial time is the same at all points. One-component model is adopted, ac-

cording to which the layer is considered as a quasi-homogeneous medium with effective characteristics. A 

negative heat source takes into account the fraction of energy caused by the flow of moisture evaporated 

during drying of the material. The exponential nature of the change in the intensity of the positive and nega-

tive source along the thickness of the layer is assumed. The Laplace integral method is used to solve the 

thermal conductivity equation. The solution of the differential equation of thermal conductivity with initial 

and boundary conditions of the first kind made it possible to obtain a formula for calculating the tempera-

ture of a semi-infinite body, which is applicable for conditions when the ambient temperature is less than the 

material temperature. This condition reflects the actual physical process of microwave heating. The results 

of calculations of the temperature of water and a dense layer of wheat grain are analyzed depending on the 

duration of the microwave field and its specific power. It is shown that in order to obtain reliable results, an 

important indicator is the efficiency of the microwave chamber. The moisture content and temperature of the 

wheat grain layer were calculated for a constant drying rate. The obtained dependence can be used in the 

analysis of the influence of heating duration, input power and initial temperatures on the temperature distri-

bution along the thickness of the layer. 
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