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Представлены результаты аналитического исследования тепломассопереноса в плотном слое гранулирован-

ного материала с газовым потоком как теплообменного участка регенеративных и рекуперативных 

устройств. Предложена математическая модель теплообмена между плотным слоем частиц и газовым по-

током, полученная на основе двухкомпонентной гомогенной модели с учетом действия внутренних источников 

теплоты в одномерном приближении. Аналитическое исследование температурных полей газового и твердого 

компонентов при различных режимных и геометрических характеристиках показало удовлетворительное со-

гласование расчетных и экспериментальных данных, однако следует учитывать чувствительность модели к 

заданным значениям коэффициентов теплоотдачи, неточность которых может привести к существенным 

ошибкам в расчете температурных полей.  
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Температурные зависимости; Внутренние источники; Расчет температурных полей. 

 

 

Аналітичне дослідження тепломасопереносу в щільному шарі  
гранульованого матеріалу з внутрішніми джерелами теплоти 
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Представлено результати аналітичного дослідження тепломасопереносу в щільному шарі гранульованого ма-

теріалу з газовим потоком як теплообмінної ділянки регенеративних і рекуперативних пристроїв. Запропано-

вано математичну модель теплообміну між щільним шаром часток і газовим потоком, що отримана на ос-

нові двокомпонентної гомогенної моделі з урахуванням дії внутрішніх джерел теплоти в одномірному набли-

женні. Аналітичне дослідження температурних полів газового і твердого компонентів при різних режимних і 

геометричних характеристиках показало задовільне узгодження розрахункових і експериментальних даних, 

однак слід враховувати чутливість моделі до заданих значень коефіцієнтів тепловіддачі, неточність яких 

може привести до суттєвих помилок у розрахунку температурних полів. 

 

Ключові слова: Математична модель; Теплообмін; Гранульований шар; Одномірне наближення; Температурні 

залежності; Внутрішні джерела; Розрахунок температурних полів. 
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1. Введение 
 

Процессы нагрева, охлаждения, сушки, прокалки и 

термолиза дисперсных материалов широко использу-

ются в различных отраслях промышленности [1,2,3]. В 

отечественных и зарубежных исследованиях показана 

целесообразность ведения этих процессов в рекупера-

тивных теплообменниках с плотным движущимся про-

дуваемым и неподвижным слоем. Для разработки, рас-

чета, проектирования и оптимизации таких теплооб-

менников необходимо комплексное теоретическое  и 

экспериментальное изучение тепломассопереноса в 

плотных слоевых системах [4, 5]. Результаты таких ис-

следований находят применение при тепловых расчетах 

различных устройств: установок энерготехнологиче-

ской переработки топлива; химических ректоров; реге-

нераторов катализатора; радиационных труб высоко-

температурных печей для производства высокочистых 

окислов; сушилок для дисперсных материалов. Моде-

лированию процессов теплообмена между газом и 

твердыми частицами уделяется значительное внимание 

вследствие важности знаний о влиянии отдельных фак-

торов и условий на распределение температур и эффек-

тивность теплообмена[6.], [7]. Определение рациональ-

ных режимных параметров работы теплотехнических 

устройств также зависит от адекватной математической 

mailto:1boshkova.irina@gmail.com
mailto:2solodkaya140619@gmail.com
mailto:3bodyulolena@ukr.net
mailto:4ellaa@ukr.net
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


Холодильна техніка та технологія,  54 (2),  2018 
______________________________________________________________________________________________________________ 

 36 

модели процесса теплообмена между потоками газа и 

гранулированного материала и надежных данных для 

коэффициентов межкомпонентных теплообмена, для 

получения которых требуются дополнительные экспе-

риментальные исследования. Аналитические зависимо-

сти как результат решения математической модели 

нужны для отображения распределения температур в 

гранулированном материале и газе для предприятий с 

разным уровнем температуры и расходами газового 

потока, что позволит оптимизировать конструкторские 

решения при проектировании аппаратов в соответствии 

с целевыми направлениями. Задачей работы являлось 

проведение аналитических исследований теплоперено-

са в плотном слое гранулированного материала с внут-

ренними источниками теплоты, которыми, в зависимо-

сти от принципиальных особенностей устройства, мо-

жет быть теплота фазовых переходов, теплота преобра-

зования энергии электромагнитного поля в тепловую, 

химические реакции. 

Строгое описание процессов переноса в плотном 

неподвижном фильтруемом слое дисперсного материа-

ла затруднено в связи с тем, что он представляет собой 

гетерогенную двухкомпонентную систему «газ-твердые 

частицы», в которой на границе раздела компонентов 

скачкообразно изменяются физические свойства и па-

раметры [8, 9.]. Поэтому при разработке методов расче-

та слоевых аппаратов используют различные упрощен-

ные модели, основанные на определенных представле-

ниях. Достаточно обоснованными являются одно- и 

двухкомпонентные модели. В однокомпонентных мо-

делях слой рассматриваются как квазисплошная среда с 

эффективными коэффициентами переноса. Такие моде-

ли, привлекающие своей простотой, могут быть ис-

пользованы лишь в ограниченной области изменения 

параметров, когда температуры газового и твердого 

компонентов практически одинаковы. [10]. В ряде слу-

чаев (например, при наличии тепловыделения в слое, 

низкой интенсивности межкомпонентного теплообме-

на, кратковременных нестационарных процессах) тем-

пературы компонентов существенно различаются. В 

подобных условиях применяют двухкомпонентные мо-

дели, согласно которым слой рассматривается как си-

стема двух взаимопроникающих континуумов (твердо-

го и газового компонентов) с соответствующими эф-

фективными коэффициентами переноса. Процессы в 

каждом компоненте описываются уравнениями для 

сплошных сред, а взаимодействие между ними учиты-

вается с помощью коэффициентов межкомпонентного 

теплообмена. Такие модели достаточно полно отража-

ют основные особенности протекающих в слое процес-

сов, в то же время сравнительно просты (несмотря на 

трудности в определении коэффициентов переноса для 

каждого компонента) [11]. 

 
2. Математическая модель теплопереноса в 
плотном слое с внутренними источниками теп-
лоты 

 

В работе рассматриваются взаимосвязанные про-

цессы тепло- и массопереноса в слое гранулированного 

материала, через который продувается газ. Процессы 

переноса в такой системе могут быть описаны на осно-

вании двухкомпонентной гомогенной модели, согласно 

которой слой состоит из двух квазигомогенных компо-

нентов – газового и твердого. Кондуктивный теплопе-

ренос в компонентах характеризуется эффективными 

коэффициентами теплопроводности 
 г , ,

т  диффу-

зионный перенос в газе – эффективным коэффициентом 

диффузии 
гD , межкомпонентный тепло- и массообмен 

– коэффициентами тепло- и массоотдачи
М , 

М , 

теплообмен каждого из компонентов с погруженными 

поверхностями – коэффициентами теплоотдачи г
ст , 

Т
ст .  

Для упрощения модели внутренние термическое и 

диффузионное сопротивления переносу в частицах 

приняты пренебрежимо малыми по сравнению с внеш-

ними, что позволило исключить уравнения теплопро-

водности и диффузии в них. Однако при необходимо-

сти указанные сопротивления могут быть учтены путем 

внесения соответствующих поправок в значения коэф-

фициентов межкомпонентного обмена [10,12]. Перенос 

теплоты в газовом компоненте, обусловленный массо-

переносом, также не учитывается.  

При равномерном распределении по сечению по-

розности слоя, скорости газа, площади погруженных 

поверхностей поперечные градиенты температур и 

концентраций пренебрежимо малы по сравнению с 

продольными, вследствие чего задачу можно считать 

одномерной. 

Математическая двухкомпонентная модель неста-

ционарного тепломассопереноса в слое с погруженны-

ми поверхностями при протекании химической реакции 

во внешнедиффузионной области, полученная на осно-

вании законов сохранения и переноса энергии и массы, 

включает [13]:  

- уравнение теплопереноса в газовом компоненте:  
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- уравнение теплопереноса в твердом компоненте: 
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- уравнение массопереноса в газовом компоненте: 
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Здесь: 
гD  - эффективный коэффициент диффузии 

газового компонента, м
2
/с; 

стF  - удельная площадь 

погруженных поверхностей, м
2
∕м

3
; 

гт , 
тт  - безраз-

мерные массовые концентрации реагента в газовом 

компоненте и на поверхности частиц; 
г

, 
т

 - эф-

фективные аксиальные коэффициенты теплопроводно-

сти газового и твердого компонентов, Вт/(м·К). 

Решение уравнений (1.1-1.3) с соответствующими 

условиями однозначности позволяет найти распределе-

ние по высоте слоя температур компонентов. Теплота 

фазовых переходов учитывается в уравнении теплопе-

реноса в виде внутреннего источника теплоты. 

Математическая модель таких процессов приобре-

тает следующий вид. 

- уравнение теплопереноса в газовом компоненте: 
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- уравнение теплопереноса в твердом компоненте: 
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В уравнение (1.7) входит производительность внут-

реннего источника теплоты vq  определяется следую-

щей зависимостью: 
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Если принять допущение о пренебрежимо малой 

площади контакта твердого компонента с погруженны-

ми поверхностями, можно не учитывать теплообмен 

между ними, т.е. в уравнених (1.2), (1.7) считать 

0т
ст

. При определенных условиях, вытекающих из 

сравнительной оценки порядка членов уравнений, 

можно пренебречь кондуктивным теплопереносом и 

диффузионным массопереносом: 
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При незначительном изменении эффективных ко-

эффициентов теплопроводности и диффузии они могут 

быть приняты постоянными: constт  , constг  , 

constDг 
 . В ряде случаев и производительность 

внутренних источников теплоты может считаться 

неизменной ( constqv  ), либо зависящей от координа-

ты: ( )x(fqv  ).  

В определенной области изменения параметров, ко-

гда температуры компонентов практически одинаковы 

( ttt тг  ), для продуваемого слоя применима одно-

компонентная модель. Уравнение теплопереноса в слое 

имеет вид: 
































 

х

t

хх

t
wс

t
с гггслсл 


 )1()1()1( 112

 

)(q)tt(F vстcтсл 21                       (1.11) 

Здесь 
сл  - плотность, 

слс  - теплоемкость, 
  - эф-

фективный коэффициент аксиальной теплопроводности 

слоя; 
ст  - коэффициент теплообмена слоя с погру-

женными поверхностями.  

Начальное и граничное условия: 

при 0 0tt  ,                          (1.12) 

     при  0х : 
0тт tt  'tt                   (1.12а) 

Однокомпонентная модель применима при услови-

ях: 

1
1 2







)(а

F

М

ст
т
ст ;   

1
1

1
2

2

1 







тМ

т
М

d)(а

)( , 

т.е. когда межкомпонентный теплообмен в слое значи-

тельно превышает теплоперенос за счет теплопровод-

ности в твердом компоненте и теплообмен этого ком-

понента с погруженными поверхностями. 

Ниже приведены аналитические решения системы 

уравнений (1.6) – (1.7) и уравнения (1.11), которые поз-

воляют выполнять приближенные расчеты с целью ка-

чественного и количественного анализа влияния ре-

жимных и геометрических факторов на распределение 

температур в слое [14-16]. Они также могут являться 

теоретической основой методик опытного определения 

коэффициентов теплообмена компонентов слоя с по-

груженными поверхностями.  

При неизменных коэффициентах переноса система 

уравнений (1.6), (1.7) имеет вид [13]: 







 

2

2

11 11
dх

d
)(

dx

d
)(wс г

г
г

ггрг
       (1.29) 

гcт
г
стгтМ F))((а  21 , 




 ))((а
dх

d
)( гтМ

т
т 22

2

1 11  

))(bх(qF vтcт
т
ст 20 11                          (1.30) 

при 0х
0гг  ,   

0тт  0





dх

d

dх

d тг        (1.31) 

Здесь 
0vq  - производительность внутренних источ-

ников теплоты во входном сечении, Вт/м
3
.  

При пренебрежимо малом кондуктивном теплопе-

реносе в твердом компоненте (т.е. 01
2

2

1 




dх

d
)( г

т
) 

температурное поле компонентов описывается следу-

ющими зависимостями [13]. 


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
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
 )xPexp(

A
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A
P

PP

г
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0 11
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










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

21212
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221

1 1
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
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

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











21

2

2

2

1

21
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2

2

2
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2

1

1

221

1

)(

)exp(

)(

)exp(

)( PP

x

PP

PP

PPP

xP

PPP

xP

EBA

HbB (1.32) 

22

2 1

EB

)bx(НBг
т




                      (1.33) 

грг

г

сG

)(
A 1

1

1 



 ; 

грг

М

сG

)(а
В 1

1

1 


 ; 

 )(аВ М 22 1                          (1.34) 

грг

ст
г
ст

сG

F
Е


1

; 
ст

т
стFЕ 2

; )(qH v 20 1       (1.35) 

22

21
11

1
2
11

21

1

4

1

2

1

EB

BB
)EB(

AAA
P ,






   (1.36) 

Из (1.32), (1.33) могут быть получены формулы для 

случаев, когда мощность источников неизменна (т.е. 

0b , constqq vv  0
), когда источники отсутствуют  

(т.е. 0vq , 0H ).  

При значениях комплексов 1
1 22

2 





)(а

F

В

Е

М

ст
т
ст  

(когда термическое сопротивление межкомпонентного 

теплообмена значительно меньше, чем сопротивление 

теплообмена твердого компонента с погруженными 

поверхностями), и  
 

1
1

1

2

20

2







a

q

B

H

M

v  (когда тепло-

вой поток, обусловленный действием источников, зна-

чительно меньше, чем передаваемый в процессе меж-

компонентного теплообмена), может быть использова-

на однокомпонентная модель (1.11). В таких условиях 

при 0


t  для распределения температур в слое спра-

ведлива формула: 
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                 (1.38а) 

При неизменной мощности источников в (1.37) сле-

дует положить 0b , при их отсутствии 0H .  

При значениях числа Пекле 50









г

ггрг Dwс
Ре  в 

двухкомпонентной модели можно пренебречь кондук-

тивным теплопереносом и в газовом компоненте, т.е. 

положить в (1.29) 01
2

2

1 




dх

d
)( г

г
. В этом случае 

распределение температур компонентов при неизмен-

ной мощности  внутренних источников теплоты 

( constqv  ) описывается формулами: 
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   (1.42); 
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                      (1.43). 

При отсутствии источников ( 0vq ) формулы (1.39), 

(1.40) переходят в (1.25), (1.26).  

В однокомпонентной модели (1.11) кондуктивным 

теплопереносом в слое можно пренебречь при значени-

ях числа Пекле 50Ре . В таких случаях температур-

ное поле в слое при constqv   рассчитывается по фор-

мулам: 
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где  
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v
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)(q
H 21 
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           (1.45). 

При 0vq  (1.44) переходит в (1.28). 

 

 

3. Аналитическое исследование температур-
ных полей газового и твердого компонентов 

 

По приведенным выше аналитическим зависимо-

стям были выполнены расчеты стационарных темпера-

турных полей при различных режимных и геометриче-

ских характеристиках. Необходимые в расчетах коэф-

фициенты теплообмена компонентов слоя с погружен-

ными поверхностями определялись по рекомендациям 

[16], межкомпонентного теплообмена – по [12]. Выпол-

нены расчеты по двум модификациям двухкомпонент-

ной модели, различающимся способом учета теплооб-

мена с погруженными поверхностями: 

- в модификации 1 учитывается теплообмен каждого 

из компонентов с помощью соответствующих коэффи-

циентов теплоотдачи г
ст , т

ст ; 

- в модификации 2 теплообмен твердого компонента 

считается пренебрежимо малым, учитывается только 

теплоотдача газового компонента с помощью величины 
т
ст

г
ст

г
ст   . 

Проводилось количественное сопоставление резуль-

татов расчетов по обеим модификациям, для оценки 

расхождения использовали величину относительной 
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разности расчетных температур газового и твердого 

компонентов 1

21

т

тт
т

t

tt 


; 1

21

г

гг
г

t

tt 


. 

Расчеты велись для различных скоростей газа (0,05 

– 0,5) м/с, размеров частиц (0,002 – 0,01) м, их тепло-

проводности (0,75 – 11) Вт/(м·К), чисел Рейнольдса (10 

– 1000) при 0vq .  

На рис. 1 представлены распределения температур 

по высоте слоя по модификации 1 для двух режимов. 

Модификация 2 дает качественно такие же результаты 

при определенных количественных расхождениях. 

Анализ показывает, что на величины 
т , 

г  суще-

ственно влияет число Рейнольдса. Так, при 39,d   мм, 

11т
 Вт/(м·К), 50,х   м, при 50Re  - 75,г  %, 

314,т  %, а при 350Re  - 1г
%; 85,т   %. По 

мере увеличения диаметра частиц расхождение между 

моделями растет. Так, при 100Re , 170,х   м, изме-

нение диаметра с 2,95 мм до 9,3 мм приводит к росту 

г  от 1,4% до 3,3%, 
т  - от 3,2% до 10,5%. С ростом 

теплопроводности материала частиц расхождение так-

же увеличивается. Так, при 100Re , 170,х   м, 

952,d   м изменение 
т  с 2 до 11 Вт/(м·К) ведет к 

увеличению 
г  от 0,5 до 1,4%, 

т  - от 2,2 до 3,3%. 

 

 
 

1 – 500Re , 2 – 50Re  

 

Рисунок 1 – Поля температур газового (а) и твердого 

(б) компонентов слоя при 39,dт  мм, 

11m
 Вт/(м·К). 

 

Таким образом, при фиксированной геометрии по-

груженных поверхностей расхождение температур, 

рассчитанных по обеим модификациям модели, зависит 

от числа Рейнольдса, свойств компонентов, продольной 

координаты. 

Критерием сходимости может служить комплекс 

)(а

F

М

cт
т
ст

21 


  (либо 

1
), учитывающий эти факто-

ры.  

На рис. 2 представлены зависимости относительных 

разностей температур от 1 . Величины 
г , 

т  в обла-

сти малых значений комплекса 1  заметно снижаются 

с его увеличением, при 121   темп зависимости 

уменьшается, а при 301   наблюдается практическая 

автомодельность. В рассмотренном диапазоне измене-

ния 1  значения 
т  составляют (4 – 20)%, 

г  (1 – 

10)%, при idem1 , т г . 

 
1 –твердый компонент, 2 – газовый компонент   

 

Рисунок 2 – Влияние комплекса /1  на расхождение 

температур при 11 Вт/(м·К), 50Re , 39,dm   мм, 

170,x   м. 

 

Условие 301   (или 030, ) выполняется при 

высоких числах Рейнольдса, малых 
т , 

md , x , когда 

термическое сопротивление межкомпонентного тепло-

обмена мало по сравнению с сопротивлением теплоот-

дачи от твердого компонента к стенке. Выполнение 

этого условия обеспечивает удовлетворительное согла-

сование температур, рассчитанных по обеим модифи-

кациям моделей. 

На рис. 3 сопоставлены экспериментальные распре-

деления температур компонентов в слое с расчетными 

(для условий опытов обе модификации модели дают 

практически одинаковые результаты). Сплошные и 

пунктирные кривые – расчетные температуры газа и 

частиц соответственно, точки – экспериментальные 

температуры газа и частиц. 

 

 
1 – 290Re , 2 – 29Re   

 

Рисунок 3 – Сопоставление экспериментальных  

и расчетных полей температур в слое при 03350,D   м, 

21 D/S , 22 D/S , 3d  мм, 7560,т   Вт/(м·К). 



Холодильна техніка та технологія,  54 (2),  2018 
______________________________________________________________________________________________________________ 

 40 

Удовлетворительное качественное и количественное 

согласование экспериментальных и расчетных данных 

свидетельствует о том, что модели верно описывают 

основные закономерности теплопереноса в продувае-

мом слое с погруженными теплообменными поверхно-

стями. 

Был проведен анализ чувствительности моделей к 

погрешностям определения коэффициентов теплоотда-

чи компонентов т
ст , г

ст , г
ст

. Установлено, что эта 

погрешность существенно влияет на значения расчет-

ных температур. Так, например, при 25Re , 

750,т  Вт/(м·К), 952,dт   мм, 170,х   м, при изме-

нении г
ст  и т

ст  на 10% и на 20% температуры ком-

понентов меняются на 14% и 31% соответственно. Та-

ким образом, неточность в определении коэффициентов 

теплоотдачи приводит к существенным ошибкам в рас-

чете температурных полей.  Эти данные позволяют 

сформулировать требования к точности опытных дан-

ных. Эксперименты значительно упрощаются и дают 

меньшую погрешность при определении коэффициента 

теплоотдачи г
ст

, чем г
ст  и т

ст . Поэтому при со-

блюдении условия 030,  удобнее применять вторую 

модификацию расчетной модели, определив из экспе-

риментов г
ст

. Если же это условие не выполняется, 

следует применять первую модификацию модели с ис-

пользованием опытных значений г
ст , т

ст  для каждо-

го из компонентов. Итак, при расчетах температурных 

полей необходимы надежные сведения о коэффициен-

тах слоя и его компонентов. 

 
Выводы 

 

Полученные на основании аналитического решения 

двухкомпонентной математической модели в одномер-

ном приближении зависимости позволяют качественно 

верно оценить характер распределения температур 

компонентов по высоте слоя в широком диапазоне из-

менения входных величин. Представленные модели 

верно описывают основные закономерности теплопе-

реноса в продуваемом слое с погруженными теплооб-

менными поверхностями Анализ чувствительности мо-

делей показал, что погрешность определения коэффи-

циентов теплоотдачи компонентов т
ст , г

ст , г
ст

су-

щественно влияет на значения расчетных температур: 

при 25Re , 750,т  Вт/(м·К), 952,dт   мм, 

170,х   м, при изменении г
ст  и т

ст  на 10% и на 20% 

температуры компонентов меняются на 14% и 31% со-

ответственно. 
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Analytical study of heat transfer in dense layer of granulated material 
with internal sources of heat 
 
I. L. Boshkova, A. V. Solodkaya, O. S. Bodiul, E. I. Altman 
Odessa National Academy of Food Technologies, 112 Kanatnaya St., Odessa, 65039, Ukraine 
 
 

The results of an analytical study of heat and mass transfer in a dense layer of granular material with a gas stream as a 
heat exchange region of regenerative and recuperative devices are presented. It is noted that the determination of ra-
tional operating parameters of thermal engineering devices depends on an adequate mathematical model of heat ex-
change between gas flows and granular material and reliable data for the coefficients of intercomponent heat ex-
change, for which additional experimental e study. A rigorous description of the transport processes in a dense, sta-
tionary, filtered layer of dispersed material is difficult due to the fact that it is a heterogeneous two-component gas-
solid particle system in which the physical properties and parameters change discontinuously at the interface of the 
components. A mathematical model of heat exchange between a dense layer of particles and a gas stream is presented, 
which is obtained on the basis of a two-component homogeneous model with allowance for the effect of internal heat 
sources in the one-dimensional approximation. An analytical study of the temperature fields of the gas and solid com-
ponents under various regime and geometric characteristics has shown a satisfactory agreement between the calculated 
and experimental data, but the sensitivity of the model to the given values of the heat transfer coefficients should be tak-
en into account, the inaccuracy of which may lead to significant errors in the calculation of the temperature fields. 

 
Keywords: Mathematical Model; Heat Exchange; Granular Layer; One-Dimensional Approximation; Temperature 
Dependences; Internal Sources; Calculation of Temperature Fields. 
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