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Объем конечного ортогонального
h-конуса в гиперболическом
пространстве положительнойкривизны

Л. Н. Ромакина

Abstract. In the projective Cayley-Klein model the hyperbolic space Ĥ3

of positive curvature is realized on the ideal domain of the Lobachevskii
space. In this work the basic notions of the volumes theory of the space Ĥ3

are introduced through invariants of the fundamental group of the space. In
the orthogonal curvilinear coordinate system the volume formula of a finite
orthogonal h-cone and some corollaries from it are proved.
Аннотация. В проективной модели Кэли-Клейна гиперболическое про-
странство Ĥ3 положительной кривизны реализовано на идеальной обла-
сти пространства Лобачевского. В работе введены основные понятия тео-
рии объемов пространства Ĥ3 через инварианты фундаментальной груп-
пы пространства. В ортогональной криволинейной системе координат до-
казаны формула объема конечного ортогонального h-конуса и некоторые
следствия из нее.

1. ВВЕДЕНИЕ
1.1. Гиперболическое пространство положительной кривизны.
Гиперболическое пространство Ĥ3 положительной кривизны [14, с. 210]
может быть реализовано на гиперсфере вещественного радиуса с отож-
дествленными диаметрально противоположными точками в псевдоевк-
лидовом пространстве R4

1. Но больший интерес, на наш взгляд, пред-
ставляет интерпретация пространства Ĥ3 в проективной схеме Кэли-
Клейна, поскольку она может быть использована для описания взаи-
модействия атомных частиц [23]. В проективной модели пространство
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Ĥ3 реализовано на идеальной области пространства Лобачевского Λ3.
Пространства Ĥ3 и Λ3 являются связными компонентами расширенно-
го гиперболического пространства H3, т. е. проективного пространства
P3 с бесконечно удаленной овальной поверхностью, называемой абсо-
лютом пространств Ĥ3, Λ3 и H3 [14]. Напомним, что овальной поверх-
ностью пространства P3 называют невырожденную поверхность второ-
го порядка сигнатуры 2 [11]. Пространство Лобачевского реализуется
на внутренней, а пространство Ĥ3 — на внешней области пространст-
ва P3 относительно абсолюта. Группа G проективных автоморфизмов
овальной поверхности является фундаментальной группой преобразо-
ваний пространств Ĥ3, Λ3 и H3.

Все прямые пространства Ĥ3 в зависимости от количества и приро-
ды общих с абсолютом точек образуют три типа [22]. Эллиптические
(гиперболические) прямые пересекают абсолют в двух мнимо сопряжен-
ных (вещественных) точках. Параболические прямые касаются абсолю-
та и являются изотропными в пространстве Ĥ3. С каждой собствен-
ной точкой пространства Ĥ3 связан конус изотропных образующих с
вершиной в этой точке, названный изотропным или световым кону-
сом данной точки. Каждая эллиптическая (гиперболическая) прямая,
проходящая через собственную точку пространства Ĥ3, принадлежит
внутренней (внешней) области относительно светового конуса данной
точки.

Все плоскости пространства Ĥ3 в зависимости от типа линии пере-
сечения с абсолютом образуют также три типа [22]. Эллиптические
плоскости пересекают абсолютную поверхность по нулевой линии [11].
Гиперболические плоскости положительной кривизны (см., например,
[17], [18]) имеют с абсолютом общую овальную линию и представлют
собой внешние относительно абсолюта компоненты расширенных ги-
перболических плоскостей. Коевклидовы плоскости (см., например, [9],
[15]) пересекают абсолют по вырожденной линии второго порядка —
паре мнимо сопряженных прямых.

Двугранные углы пространства Ĥ3 как и углы гиперболической плос-
кости Ĥ положительной кривизны образуют 15 типов, углы шести ти-
пов измеримы с помощью абсолюта, углы трех типов имеют вещест-
венные меры [16], [17], [6]. Каждый угол коевклидовой плоскости при-
надлежит одному из четырех типов, для углов между параболически-
ми прямыми такой плоскости существует инвариант фундаментальной
группы преобразований, для конечных углов между эллипическими
прямыми существует инвариант группы движений [15].
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1.2. Постановка задачи. Теория объемов в пространстве Лобачевс-
кого с первых своих шагов обогащала математику новыми результата-
ми и новыми методами. Она имеет давнюю историю и остается актуаль-
ной на современном этапе (см., например, [13], [10], [25], [8], [1], [2], [3],
[4], [7]). Значительные трудности вычисления объемов многогранников
в пространстве Лобачевского, образно названные Гауссом «джунгли»,
на протяжении двух веков поддерживают дух состязательности сре-
ди ученых, укрепляя их в стремлении получить наиболее компактные
формулы объемов. Но само пространство будто подшучивает над ис-
следователями, оставляя в лидерах первопроходцев и стимулируя тем
самым их последователей к выходу на свою идеальную область.

В поисках аналогов простых формул объема из евклидовой и эллип-
тической геометрий, например, формулы V = 1

6abc объема евклидова
тетраэдра с исходящими из одной вершины попарно ортогональными
ребрами или формулы V = 1

2ab объема ортосферы в эллиптическом
пространстве, исследователь непременно задается вопросом об особен-
ностях строения пространства Лобачевского, затрудняющих получение
таких формул. Довольно простое объяснение этого вопроса дает про-
ективная модель данного пространства.

Полное пространство Λ3, реализуясь внутри овальной поверхности,
не содержит, в отличие от евклидова или эллиптического пространст-
ва, скрещивающихся взаимно ортогональных прямых. Напомним, что
ортогональность в проективном смысле означает сопряженность отно-
сительно абсолюта. Для каждой прямой плоскости Лобачевского суще-
ствует пучок ортогональных ей прямых, центр которого расположен
в полюсе данной прямой относительно абсолютной овальной линии.
Поэтому для каждой прямой пространства Лобачевского поиск орто-
гональной пересекающейся с ней прямой всегда дает положительный
результат. Иначе обстоит дело со скрещивающимися прямыми. Сопря-
женность относительно абсолюта пространства, теперь уже овальной
поверхности, возможна только в парах прямых различных типов. Для
каждой прямой пространства Лобачевского, т. е. гиперболической пря-
мой, существует лишь единственная ортогональная скрещивающаяся с
ней прямая, причем расположена эта прямая за пределами пространст-
ва, является эллиптической. Изучая конечные объекты пространства
Λ3 и используя системы координат в его собственной области, задей-
ствовать такую прямую исследователи не могут, следовательно не мо-
гут максимально упростить вычисления.

Ситуация меняется принципиально при выходе исследований на иде-
альную область пространства Λ3. «Прорыв» за пределы абсолюта, с од-
ной стороны, значительно обогащает гиперболическую геометрию, а с
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другой — позволяет существенно упростить решение некоторых задач.
В данной работе представлен пример одной из таких задач — вычисле-
ние в пространстве Ĥ3 объемов конечного ортогонального h-конуса и
тел, полученных его рассечением эллиптической сферой.

Прежде чем приступить к решению, по схеме, предложенной в рабо-
тах [20], [24], определим основные понятия теории объемов пространст-
ва Ĥ3 в проективной модели Кэли-Клейна и введем ортогональную
криволинейную систему координат с базовой расширенной гиперболи-
ческой плоскостью, определенную на внешней области относительно
светового конуса своего полюса. Применяя введенную систему, устано-
вим зависимость объема конечного ортогонального h-конуса от площа-
ди его основания. Как следствия искомой зависимости получим фор-
мулы объема конечной ортогональной пирамиды с гиперболическим
основанием.

1.3. Основные метрические формулы. Все вычисления в простран-
стве Ĥ3 проводим в каноническом репере R∗ = {A1, A2, A3, A4, E} пер-
вого типа, вершины которого попарно сопряжены относительно абсо-
люта, вершина A4 является внутренней по отношению к абсолюту,
а единичная точка E служит пересечением трех коевклидовых плос-
костей, каждая из которых содержит одну из координатных прямых
A1A2, A1A3, A2A3. Семейство всех канонических реперов первого типа
в пространстве Ĥ3 зависит от шести параметров. Уравнение абсолют-
ной поверхности γ в каждом репере этого семейства имеет вид

x21 + x22 + x23 − x24 = 0.

Квадратичная форма φ(x1, x2, x3, x4) = x21 + x22 + x23 − x24 является
метрической формой в пространстве Ĥ3. Для собственной (идеальной)
точки A пространства Ĥ3 с координатами (ap), p = 1, 2, 3, 4, в репере
R∗ справедливо неравенство

a21 + a22 + a23 − a24 > 0
(
a21 + a22 + a23 − a24 < 0

)
. (1.1)

Если точки A и B эллиптической (гиперболической) прямой заданы
в репере R∗ координатами соответственно (ap) и (bp), p = 1, 2, 3, 4, то
расстояние между ними может быть выражено по формуле

cos |AB|
ρ

= ± a1b1 + a2b2 + a3b3 − a4b4√
a21 + a22 + a23 − a24

√
b21 + b22 + b23 − b24

(1.2)

cosh |AB|
ρ

= ± a1b1 + a2b2 + a3b3 − a4b4√
a21 + a22 + a23 − a24

√
b21 + b22 + b23 − b24

 , (1.3)
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где ρ— радиус кривизны пространства Ĥ3, ρ ∈ R+.
Билинейная форма φ, полярная к форме φ, определяет условие ор-

тогональности точек A и B в репере R∗:

a1b1 + a2b2 + a3b3 − a4b4 = 0. (1.4)

Тангенциальная метрическая форма пространства Ĥ3 в репере R∗

совпадает с формой φ. Для координат (αp), p = 1, 2, 3, 4, расширен-
ной гиперболической (эллиптической) плоскости α пространства Ĥ3 в
репере R∗ выполняется неравенство

α2
1 + α2

2 + α2
3 − α2

4 > 0
(
α2
1 + α2

2 + α2
3 − α2

4 < 0
)
. (1.5)

2. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ОБЪЕМОВ ПРОСТРАНСТВА Ĥ3

По схеме из работы [24] определим в пространстве Ĥ3 понятие объ-
ема тела через проективные инварианты фундаментальной группы G.

2.1. Собственные координаты точек в пространстве Ĥ3. Про-
ективные координаты точек пространства Ĥ3 являются однородными,
поэтому их использование не позволяет однозначно определить поня-
тие объема тела этого пространства. Чтобы избежать неоднозначности
вводимых инвариантов, проведем нормировку проективных координат
точек, инвариантную относительно действий группы G.

Предположим, что в репере R∗ вещественные числа (xp), p = 1, 2, 3, 4,
служат координатами собственной точки M пространства Ĥ3 радиуса
кривизны ρ, ρ ∈ R+. Тогда четверку чисел

x̄p = ± ρxp√
x21 + x22 + x23 − x44

, (2.1)

определенных с точностью до общего ненулевого вещественного мно-
жителя, назовем собственными координатами точки M в репере R∗.

На основании условий (1.1) собственным (идеальным) точкам прост-
ранства Ĥ3 в нормировке (2.1) соответствуют определенные до знака
четверки вещественных (мнимых) чисел, а точкам абсолюта — четвер-
ки бесконечно больших величин.

Собственные координаты собственных точек пространства Ĥ3 удо-
влетворяют равенство

x̄21 + x̄22 + x̄23 − x̄24 = ρ2. (2.2)
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2.2. Элемент объема пространства Ĥ3. Рассмотрим в простран-
стве Ĥ3 область Q, гомеоморфную открытому шару (или, на языке
проективной геометрии, внутренности овальной поверхности проектив-
ного пространства P3). Пусть в репере R∗ произвольная точка M из
области Q имеет собственные координаты (x̄p). Зададим на области Q
криволинейную систему координат C∗ гладкими функциями:

x̄p = x̄p(u, v, w), p = 1, 2, 3, 4, (u, v, w) ∈ Q ⊂ R3.

Репер R∗ будем называть присоединенным к системе C∗.
Условимся, что любые две координатные кривые в каждом семействе

u, v, или w системы C∗ принадлежат одному непараболическому типу
кривых, определенному типом касательной к кривой в каждой ее точке
[24]. Систему C∗ назовем ортогональной, если в каждой точке области
Q координатные кривые попарно ортогональны.

Согласно условиям (1.4), (2.2) точки

Mu

(
∂x̄p
∂u

)
, Mv

(
∂x̄p
∂v

)
, Mw

(
∂x̄p
∂w

)
(2.3)

ортогональны точке M . Поэтому плоскость MuMvMw — полярная плос-
кость точки M относительно абсолюта.

Для значений форм φ и φ от координат точек (2.3) введем следующие
обозначения:

γuv = φ

(
∂x̄p
∂u

,
∂x̄p
∂v

)
, γvw = φ

(
∂x̄p
∂v

,
∂x̄p
∂w

)
, γuw = φ

(
∂x̄p
∂u

,
∂x̄p
∂w

)
,

γuu = φ

(
∂x̄p
∂u

)
, γvv = φ

(
∂x̄p
∂v

)
, γww = φ

(
∂x̄p
∂w

)
.

В системе C∗ прямые MMu, MMv и MMw являются касательными
к координатным линиям u, v и, соответственно, w в точке M . Следо-
вательно, ортогональность системы C∗ равносильна системе условий:

γuv = γvw = γuw = 0.

Непосредственная проверка показывает, что число

J =

∣∣∣∣∣∣
γuu γuv γuw
γuv γvv γvw
γuw γvw γww

∣∣∣∣∣∣
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удовлетворяет равенство J = −Φ, где Φ— значение метрической фор-
мы φ от координат плоскости MuMvMw в репере R∗. Следователь-
но, число J — инвариант группы G, характеризующий сопровождаю-
щий тетраэдр MMuMvMw точки M . Поскольку M — собственная точ-
ка пространства Ĥ3, ее абсолютная полярная плоскость MuMvMw яв-
ляется расширенной гиперболической. Согласно условию (1.5) для плос-
кости MuMvMw справедливо неравенство Φ > 0. При измерении объе-
мов конечных тел мы стремимся использовать вещественные положи-
тельные числа, поэтому в качестве элемента объема пространства Ĥ3

примем число
dV =

√
−J du dv dw. (2.4)

2.3. Формула объема тела в пространстве Ĥ3. Зададим в обла-
сти Q пространства Ĥ3 конечное тело F , гомеоморфное замыканию
внутренности овальной поверхности пространства P3. Условимся, что
числовая область F , где F ⊂ Q ⊂ R3, определяет тело F в координат-
ной системе C∗ на области Q. Тогда согласно формуле (2.4) объем V
тела F может быть выражен по формуле

V =

∫∫
F

∫ √
−J du dv dw. (2.5)

Заметим, что при вычислении по формуле (2.5) объемов конечных
тел пространства Λ3 будем получать вещественные отрицательные зна-
чения. Этот факт особенно важен при измерении объемов тел, принад-
лежащих частично каждому из пространств Ĥ3 и Λ3. Скоординировать
вычисления объемов таких тел можно по формуле

VΛ3(F ) = −V
Ĥ3(F ),

где через VΛ3(F ) и V
Ĥ3(F ) обозначен объем тела F пространства H3,

вычисленный в геометрии пространства Λ3 и Ĥ3 соттветственно. Дока-
зательство этой формулы мы не приводим, поскольку в данной работе
все вычисления проводим для конечных тел пространства Ĥ3.

3. ОРТОГОНАЛЬНАЯ КРИВОЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ C2,E

3.1. Построение. Выберем в пространстве Ĥ3 произвольный канони-
ческий репер R∗ = {A1, A2, A3, A4, E} первого типа, его координатную
плоскость A1A2A4 обозначим α. Вершина A4 репера R∗ расположе-
на внутри абсолюта, поэтому α— расширенная гиперболическая плос-
кость. Пусть E3 — ортогональная проекция точки E на плоскость α:
E4 = A3E ∩ α (Рис. 3.1). Прямой квазиугол (см. [17, с. 113]) плоскости
α между прямыми A1A2 и A1A4, содержащий точку E3, обозначим β1.
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Прямую полуплоскость (см. там же) между прямыми A1A4 и A2A4, со-
держащую E3, обозначим β2. Пусть ξ — прямой двугранный квазиугол
(см. [6]) между плоскостями α и A1A2A3, содержащий точку E.

A1

A3

A4
M

M12

M3



u

w

v

A2




~

~~ E3

E12

E

РИС. 3.1. Абсолют γ, система координат C2,E

Набор фигур {A1, A1A2, α, β1, β2, ξ} назовем эллиптической систе-
мой координат второго рода и обозначим C2,E . Точку A1, прямую A1A2

и плоскость α назовем соответственно началом, осью и базой системы
координат C2,E . Точку A3 назовем полюсом, углы β1, β2, ξ — коорди-
натными углами этой системы.

Для произвольной точки M , лежащей во внешней области прост-
ранства Ĥ3 относительно светового конуса точки A3, введем следую-
щие обозначения: M3 — ортогональная проекция точки M на плоскость
α: M3 = A3M ∩ α; M12 — ортогональная проекция в плоскости α точ-
ки M3 на прямую A1A2: M12 = A4M3 ∩ A1A2; ũ— эллиптический от-
резок между точками A1, M12, полностью или большей своей частью
принадлежащий полуплоскости β2; ṽ — гиперболический отрезок меж-
ду точками M3, M12; w̃ — эллиптический отрезок между точками M ,
M3, полностью или большей своей частью принадлежащий двугранно-
му квазиуглу ξ.

Координатами точки M в системе C2,E назовем тройку чисел

u =
|ũ|
ρ
, v = ε

|ṽ|
ρ
, w =

|w̃|
ρ

, (3.1)

где ε = 1 (ε = −1), если точка M3 принадлежит (не принадлежит)
квазиуглу β1. Координаты (u, v, w) точки M удовлетворяют условия:

u ∈ [0, π), v ∈ R, w ∈ [0, π).
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3.2. Связь между криволинейными и собственными координа-
тами точки. Пусть точка M , принадлежащая внешней области прост-
ранства Ĥ3 относительно светового конуса точки A3, задана в системе
C2,E координатами (u, v, w).

В репере R∗ = {A1, A2, A3, A4, E}, присоединенном к системе C2,E ,
точку M зададим проективными координатами (x1 : x2 : x3 : x4) и
собственными координатами (x̄1 : x̄2 : x̄3 : x̄4).

Тогда проективные координаты точек M3 и M12 в репере R∗ можно
записать в виде (x1 : x2 : 0 : x4) и (x1 : x2 : 0 : 0) соответственно.

По формулам (1.2), (1.3) выразим длины отрезков ũ, ṽ и w̃ через ко-
ординаты точек A1, M , M3, M12. С учетом обозначений (3.1) получаем:

cosu = ± x1√
x21 + x22

, cosh v = ±

√
x21 + x22√

x21 + x22 − x24

,

cosw = ±

√
x21 + x22 − x24√

x21 + x22 + x23 − x24

.

(3.2)

Из выражений (3.2) находим зависимости между проективными ко-
ординатами точки M :

x22 = x21
sin2 u

cos2 u, x24 = x21
sinh2 v

cos2 u cosh2 v
,

x23 = x21
sin2w

cos2 u cosh2 v cos2w
.

(3.3)

Очевидно, что в репере R∗ условия (3.3) выполняются и для соб-
ственных координат точки M , определенных равенствами (2.1). Кроме
того, собственные координаты подчинены условию (2.2).

Из системы требований (2.2), (3.3) находим выражения собственных
координат точки M в репере R∗ через ее криволинейные координаты в
системе C2,E :

x̄1 = ρ cosu cosh v cosw, x̄2 = ρ sinu cosh v cosw,
x̄3 = ρ sinw, x̄4 = ρ sinh v cosw, (3.4)

где u ∈ [0, π), v ∈ R, w ∈ [0, π).

3.3. Элемент объема пространства Ĥ3 в координатах системы
C2,E. Пусть параметризация (3.4) определяет в репере R∗ собственные
координаты точки M из внешней относительно светового конуса точки
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A3 области пространства Ĥ3. Тогда точки Mu, Mv и Mw в репере R∗

заданы координатами:
Mu(−ρ sinu cosh v cosw : ρ cosu cosh v cosw : 0 : 0),

Mv(ρ cosu sinh v cosw : ρ sinu sinh v cosw : 0 : ρ cosh v cosw),
Mw(−ρ cosu cosh v sinw : −ρ sinu cosh v sinw : ρ cosw : −ρ sinh v sinw).

Вычисляя в параметризации (3.4) значения форм φ и φ от координат
точек Mu, Mv, Mw, получаем равенства

γuu = ρ2 cosh2 v cos2w, γvv = −ρ2 cos2w, γww = ρ2,

γuv = γuw = γvw = 0,

из которых следует, что система координат C2,E является ортогональ-
ной, а элемент объема пространства Ĥ3 задан формулой

dV = ρ3 cosh v cos2w dudv dw. (3.5)

Учитывая формулу (3.5) и ограничения на область задания систе-
мы C2,E , объем V тела F , заданного во внешней области относительно
светового конуса точки A3 областью F , F ∈ R3, найдем по формуле

V = ρ3
∫∫
F

∫
cosh v cos2w dudv dw.

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ ТЕЛ ПРОСТРАНСТВА Ĥ3 В СИСТЕМЕ C2,E

4.1. Основные определения. Выберем в пространстве Ĥ3 расширен-
ную гиперболическую плоскость α и ее полюс A относительно абсо-
лютной овальной поверхности γ. В плоскости α зададим конечную за-
мкнутую двустороннюю линию σ. Линия σ разбивает плоскость α на
две компоненты, одна из которых гомеоморфна диску (или, на язы-
ке проективной геометрии, внутренней области проективной плоскости
P2 относительно овальной линии). Назовем эту компоненту внутренно-
стью линии σ, ее замыкание обозначим σo. Коническая поверхность с
вершиной A и направляющей σ, образованная ортогональными к плос-
кости α эллиптическими прямыми, разбивает пространство Ĥ3 на две
компоненты. Рассмотрим ту из этих компонент, которая не содержит
абсолют γ. Плоскость α разбивает эту компоненту на две конгруэнтные
части, замыкание каждой из них назовем конечным ортогональным h-
конусом с основанием σo и вершиной A, указывая символом h тип плос-
кости основания конуса.
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По определению, образующая конечного ортогонального h-конуса
пространства Ĥ3 равна половине эллиптической прямой, следователь-
но, ее длина равна πρ/2 (см., например, [17, п. 4.4.1]), где ρ— радиус
кривизны пространства Ĥ3.

Если область σo — n-реберник, т. е. двусторонний многоугольник с
ограниченной им областью плоскости [22], то ортогональный h-конус
является конечной ортогональной h-пирамидой.

Сферы пространства Ĥ3 образуют четыре типа: гиперсферы с ком-
плексными радиусами и центрами в идеальных точках; эллиптические
сферы с вещественными эллиптическими радиусами и центрами в соб-
ственных точках пространства Ĥ3; гиперболические сферы с веществен-
ными гиперболическими радиусами и центрами в собственных точках;
орисферы с центрами на абсолюте.

Гиперсферы, гиперболические сферы и орисферы проективно эк-
вивалентны, они являются овальными поверхностями. Эллиптические
сферы являются кольцевыми поверхностями [11], т. е. невырожденны-
ми поверхностями второго порядка сигнатуры 0, они сплошь покры-
ты прямолинейными образующими двух семейств. В евклидовом про-
странстве кольцевые поверхности представлены однополостными ги-
перболоидами и гиперболическими параболоидами. В пространстве Ĥ3

радиуса кривизны ρ, ρ ∈ R+, эллиптические сферы могут быть опре-
делены метрически как множества точек этого пространства, удален-
ных от собственной точки, называемой центром сферы, на эллипти-
ческое расстояние r, r ∈ (0, πρ/2), называемое радиусом сферы. Абсо-
лютную полярную плоскость центра эллиптической сферы назовем ба-
зой этой сферы. Поскольку эллиптическое расстояние от собственной
точки пространства Ĥ3 до ее абсолютной полярной плоскости равно
πρ/2, эллиптическая сфера радиуса r является эквидистантной поверх-
ностью высоты πρ/2− r.

Эллиптическая сфера с центром A рассекает ортогональный h-ко-
нус F с основанием σo и вершиной A на две связные компоненты. Ту
компоненту, которая содержит основание σo (вершину A), назовем сфе-
рическим h-бочонком (сферическим h-сектором) h-конуса F . Высоту
(радиус) секущей эллиптической сферы назовем высотой (радиусом)
сферического h-бочонка (h-сектора).

4.2. Объемы тел, ограниченных ортогональным h-конусом. Ус-
тановим зависимость объема конечного ортогонального h-конуса прост-
ранства Ĥ3 от площади его основания. Для этого рассмотрим конечный
ортогональный h-конус F с вершиной A и основанием σo в плоскости α.
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Все образующие конуса F принадлежат внешней относительно свето-
вого конуса точки A области пространства Ĥ3. Выберем на этой обла-
сти координатную систему C2,E с полюсом в точке A и базой α. Пусть
область σo задана в системе C2,E числовой областью S изменения па-
раметров u, v. Полагая в формулах (3.4) w = 0, вычислим (см. [24])
площадь S области σo:

S = ρ2
∫
S

∫
cosh v du dv.

Для области Fk, определяющей в системе C2,E сферический h-бочо-
нок Fk с основанием σo и высотой m, выполняются условия: (u, v) ∈ S,
w ∈ [0,m/ρ]. Следовательно,

V (Fk) = ρ3
∫∫
Fk

∫
cosh v cos2w dudv dw =

= ρS

∫ m/ρ

0
cos2wdw =

ρS

4

(
2m

ρ
+ sin 2m

ρ

)
.

(4.1)

По формуле (4.1) при m = πρ/2 получим объем V (F ) ортогонально-
го h-конуса. Объем сферического h-сектора Fs радиуса r = πρ/2 − m
найдем по формуле: V (Fs) = V (F )− V (Fk).

Итак, доказана следующая теорема.

Теорема 4.3. В пространстве Ĥ3 радиуса кривизны ρ, ρ ∈ R+, объе-
мы ортогонального h-конуса F , сферического h-бочонка Fk высотой m
и сферического сектора Fs радиуса r могут быть вычислены соответ-
ственно по формулам

V (F ) =
πρS

4
, V (Fk) =

ρS

4

(
2m

ρ
+ sin 2m

ρ

)
,

V (Fs) =
ρS

4

(
πρ− 2r

ρ
− sin 2r

ρ

)
.

(4.2)

Первая формула из (4.2) позволяет, в частности, вычислить объем
конечной ортогональной h-пирамиды. Например, согласно Теореме 3.1
из [5] и Теореме 3 из [20] справедлива следующая теорема.

Теорема 4.4. В пространстве Ĥ3 радиуса кривизны ρ, ρ ∈ R+, объем
V конечной ортогональной h-пирамиды с мерами Â1, …, Âq плоских
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углов основания может быть вычислен по формуле

V =
πρ3

4

 p∑
j=1

Âj − iπ(p− 2)

 .

Если в основании конечной ортогональной h-пирамиды лежит прямо-
угольный трехреберник с длиной a (b) эллиптического (гиперболиче-
ского) катета, то ее объем V может быть вычислен по формуле

V =
πρ3

4
ln

sinh b
ρ + cosh b

ρ sin a
ρ

sin a
ρ + cos a

ρ sinh b
ρ

.

При вычислении в пространстве Ĥ3 объемов пирамид с гиперболи-
ческим основанием могут быть полезны формулы площадей n-ребер-
ников различных видов в гиперболической плоскости положительной
кривизны из работ [20], [19], [21], [12].
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