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Властивості спряжених функцій у
гіперкомплексному просторі

М. В. Стефанчук

Abstract. We introduce new notions of linearly convex and conjugated
functions in multidimensional hypercomplex space being a n-product of
quaternions. There are investigated properties of these objects.
Анотація. В даній роботі вводиться поняття лінійно опуклих та спряже-
них функцій у n-вимірному гіперкомплексному просторі Hn, досліджую-
ться їхні властивості.

1. ЛІНІЙНО ОПУКЛІ ФУНКЦІЇ
В даній роботі ми узагальнюємо деякі результати щодо багатознач-

них функцій у комплексному просторі Cn (див. [1]) на n-вимірний гі-
перкомплексний простір Hn, n = 1, 2, . . . , що є прямим добутком n-
копій тіла кватерніонів H (H1 := H) [2], [3]. Для довільної пари

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Hn

визначимо скалярний добуток ⟨x, y⟩ за формулою:

⟨x, y⟩ :=
n∑

m=1

xmym.

Означення 1.1. Функція f : Hn → H називається багатозначною, якщо
образом точки x ∈ Hn є множина f(x) ∈ H.

Область визначення такої функції будемо позначати через
Ef := {x ∈ Hn | існує таке y ∈ H, що y = f(x)}.

Означення 1.2. Функція l : Hn → H називається афінною, якщо її
графіком є гіперплощина.
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Означення 1.3. Багатозначна функція f : Hn → H називається ліній-
но опуклою, якщо для довільної пари точок (x0, y0) ∈ (Hn × H) \ Γ(f)
існує афінна функція l : Hn → H, така, що y0 = l(x0) і Γ(l) ∩ Γ(f) = ∅
для всіх x ∈ Hn, де через Γ(l) та Γ(f) позначено графіки функцій l та
f відповідно.
Означення 1.4. Лінійно угнутою функцією називається така багато-
значна функція f : Hn → H, для якої функція φ = H \ f є лінійно
опуклою.

Це означає, що Hn+1\Γ(f) є графiком лiнiйно опуклої функцiї, тобто
що через кожну точку (x0, y0) ∈ Γ(f) проходить графiк афінної функцiї,
який повнiстю мiститься у Γ(f).
Означення 1.5. Багатозначною афінною функцією називається функ-
ція, лінійно опукла і лінійно угнута одночасно, і для якої знайдеться
принаймні одна точка x ∈ Hn, в якій кожна з множин f(x) ∩ H та
H \ f(x) є непорожньою.

Означення лінійно опуклої функції можна поширити на багатозначні
функції, які приймають значення в розширеній гіперкомплексній пло-
щині Ho = H ∪ {∞}, компактифікованій однією точкою.

Наведемо деякі приклади лінійно опуклих функцій.
Означення 1.6. Функція

WE(y) = Ho \ ∪
x∈E

⟨x, y⟩

називається опорною функцією множини E ⊂ Hn.
Означення 1.7. Якщо E ⊂ Hn – лінійно опукла множина, то функція

δE(x) =

{
0, якщо x ∈ E,

∞, якщо x /∈ E,

називається її індикаторною функцією.
Легко переконатися, що опорна та індикаторна функції лінійно опук-

лі.

Теорема 1.8. Якщо fα, α ∈ A, є сім’єю лінійно опуклих функцій,
де A—довільна множина індексів, то функція f = ∩

α∈A
fα є лінійно

опуклою.
Доведення. Маємо Γ(f) = ∩

α∈A
Γ(fα). Візьмемо довільну точку

(x0, y0) ∈ (Hn ×H) \ Γ(f) = (Hn ×H) \ ∩
α∈A

Γ(fα).



Властивості спряжених функцій у гіперкомплексному просторі 41

Тоді
(x0, y0) ∈ (Hn ×H) \ Γ(fα)

для деякого α, а тому існує афінна функція l : Hn → H, графік якої не
перетинає Γ(fα). Тому він тим більше не перетинає Γ(f). Отже, функція
f є лінійно опуклою. □

2. СПРЯЖЕНІ ФУНКЦІЇ
Означення 2.1. Функцією, спряженою з f , називається функція, що
задається рівністю

f∗(y) = Ho \ ∪
x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
. (2.1)

З означення спряженої функції випливає гіперкомплексний аналог
нерівності Юнга-Фенхеля [1]:

⟨x, y⟩ /∈ f(x) + f∗(y). (2.2)
Співвідношення (2.2) можна переписати у вигляді

⟨x, y⟩ ∈ H \
(
f(x) + f∗(y)

)
,

або
f(x) ∩

(
⟨x, y⟩ − f∗(y)

)
= ∅

при всіх x, y ∈ Hn.
Знайдемо функцію, спряжену до функції f∗:

f∗∗(x) = (f∗)∗(x) = Ho \ ∪
y∈Hn

(
⟨x, y⟩ − f∗(y)

)
.

Приклад 2.2. Спряженою з багатозначною афінною функцією
f(x) = ⟨x, y0⟩+ f(Θ),

де f(Θ) ⊂ H— множина, яка є образом точки Θ = (0, 0, ..., 0) ∈ Hn, є
функція

f∗(y) = Ho \ ∪
x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − ⟨x, y0⟩ − f(Θ)

)
=

= Ho \ ∪
x∈Hn

(
⟨x, y − y0⟩ − f(Θ)

)
=

=

{
Ho \

(
−f(Θ)

)
, якщо y = y0,

∞, якщо y ̸= y0.

Приклад 2.3. Нехай E ⊂ Hn, Hn \ E ̸= ∅ і f(x) = δE(x). Тоді
f∗(y) = Ho \ ∪

x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − δE(x)

)
= Ho \ ∪

x∈Hn⊂E
⟨x, y⟩,

тобто спряженою з індикаторною функцією власної підмножини E буде
опорна функція цієї множини.
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Теорема 2.4. Для кожної багатозначної функції f : Hn → H справед-
ливе включення f ⊂ f∗∗.
Доведення. Візьмемо довільну пару точок

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Hn.

З нерівності (2.2) отримаємо
⟨x, y⟩ − f∗(y) ∩ f(x) = ∅,

тобто
⟨x, y⟩ − f∗(y) ⊂ Ho \ f(x),

а тому
Ho \

(
⟨x, y⟩ − f∗(y)

)
⊃ f(x).

Взявши в останньому включенні перетин по всіх y ∈ Hn, отримаємо
такі включення

∩
y∈Hn

[
Ho \

(
⟨x, y⟩ − f∗(y)

)]
⊃ f(x),

або
Ho \ ∪

y∈Hn

(
⟨x, y⟩ − f∗(y)

)
⊃ f(x).

Останнє включення означає, що f ⊂ f∗∗. Теорему доведено. □
Означення 2.5. Багатозначна функція f : Hn → H називається від-
критою (відповідно, замкненою чи компактною), коли її графік є від-
критою (відповідно, замкненою чи компактною) множиною в Hn+1.

Теорема 2.6. Нехай f : Hn → H—багатозначна функція. Тоді спря-
жена до неї функція f∗ є лінійно опуклою. Якщо f —відкрита, то
f∗ —замкнена.
Доведення. Значення спряженої функції можна записати у вигляді

f∗(y) = ∩
x∈Hn

(
Ho \

(
⟨x, y⟩ − f(x)

))
.

При фіксованому x функція
y 7−→ Ho \

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
є багатозначною афінною функцією по y, а тому її можна подати у
вигляді

y 7−→ ⟨x, y⟩+
[
Ho \

(
−f(x)

)]
. (2.3)

Отже f∗ є перетином лінійно опуклих функцій виду (2.3), a тому за
теоремою 1.8 f∗ є лінійно опуклою функцією.

Крім того, якщо f є відкритою, то кожна з функцій (2.3) є замкне-
ною, а отже f∗ буде також замкненою. □
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Означення 2.7. Лінійно опукла функція називається власною, якщо
хоча б для одного x виконується співвідношення: f(x) ∩ H ̸= ∅ і для
всіх x має місце нерівність H \ f(x) ̸= ∅.

Теорема 2.8. Нехай f— власна лінійно опукла функція. Тоді f∗ —
власна функція.
Доведення. Якщо x0 ∈ Ef , то

f∗(y) = Ho \ ∪
x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
⊂ Ho \

(
⟨x0, y⟩ − f(x0)

)
.

Відповідно,
H \ f∗(y) ⊃ ⟨x0, y⟩ − f(x0) ̸= ∅

для всіх y. З іншого боку, оскільки f — власна лінійно опукла функція,
то існує афінна функція l(x) = ⟨x, y⟩+α, графік якої не перетинає Γ(f).
Тоді для цього y матимемо, що(

⟨x, y⟩+ α
)
∩ f(x) = ∅,

а отже (
⟨x, y⟩ − f(x)

)
∩ −α = ∅,

і значить
−α ⊂ Ho \

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
.

Тому f∗(y) ⊃ −α ̸= ∅. □

Наступна теорема [4] є гіперкомплексниим аналогом теореми Фенхе-
ля-Моро.

Теорема 2.9. Нехай багатозначна функція f : Hn → H така, що

H \ f(x) ̸= ∅

для всіх x ∈ Hn. Тоді f∗∗ = f у тому і лише у тому випадку, коли f є
лінійно опуклою.
Доведення. Покажемо, що рівність f∗∗ = f рівносильна лінійній опук-
лості функції f .

Якщо f∗∗ = f , то, згідно з теоремою 2.6, функція, спряжена до до-
вільної функції, буде лінійно опуклою. Якщо f(Hn) ≡ ∞, то рівність
f∗∗ = f отримується з формул (2.1) і (2.2). Маємо f∗(y) = H для всіх
y ∈ (Hn)∗ і f∗∗ = ∞. Оскільки f ⊂ f∗∗ за теоремою 2.4, то достатньо
показати, що для лінійно опуклої функції справедливе обернене вклю-
чення f ⊇ f∗∗.
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Нехай в деякій точці x0 має місце нерівність f(x0) ̸= f∗∗(x0). Тоді
існує афінна функція l(x) = ⟨x, y0⟩ + α, така, що Γ(l) ∩ Γ(f) = ∅ і
w0 = ⟨x0, y0⟩+ α, де w0 ∈ f∗∗(x0) \ f(x0). Тоді

f∗(y0) = Ho \ ∪
x∈Hn

(
⟨x, y0⟩ − f(x)

)
=

= ∩
x∈Hn

[
Ho \

(
⟨x, y0⟩ − f(x)

)]
⊋ (−α),

так як
[
⟨x, y0⟩ − f(x)

]
̸= −α для всіх x ∈ Hn. Для функції f∗∗ справед-

ливе включення
f∗∗(x0) = ∩

y∈(Hn)∗

[
Ho \

(
⟨x0, y⟩ − f∗(y)

)]
⊂

⊂ Ho \
(
⟨x0, y0⟩ − f∗(y0)

)
⊂

⊂ Ho \
(
⟨x0, y0⟩+ α

)
= Ho \ w0.

Тому w0 /∈ f∗∗(x0), що суперечить вибору точки w0 ∈ f∗∗(x0)\f(x0). □
Означення 2.10. Функція f називається однорідною, якщо

f(λx) = λf(x)

для всіх скалярів λ ∈ H \ 0.

Теорема 2.11. Нехай f : Hn \Θ → H, Θ = (0, 0, ..., 0) ∈ Hn, є власною
лінійно опуклою однорідною функцією і f(Θ) = H \ 0. Тоді f є опорною
функцією деякої множини.
Доведення. Розглянемо множину

A = {y ∈ Hn | f(x) ̸∋ ⟨x, y⟩ для всіх x ∈ Hn}
і покажемо, що

f(x) = Ho \ ∪
y∈A

⟨x, y⟩ = WA(x).

Якщо y ∈ A, то ⟨x, y⟩ /∈ f(x) і 0 /∈ ⟨x, y⟩ − f(x) для всіх x. Відповідно,
f∗(y) = Ho \ ∪

x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
= Ho \ (Ho \ 0) = 0.

Якщо y /∈ A, то ⟨x0, y⟩ ∈ f(x0) для деякого x0 ∈ Hn, x0 ̸= 0. Тоді
f∗(y) = Ho \ ∪

x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
=

= Ho \
(
f(Θ) ∪

x∈Hn\Θ

(
⟨x, y⟩ − f(x)

))
=

= Ho \
(
(Ho \ 0) ∪ (⟨x0, y⟩ − f(x0))

)
=

= Ho \
(
(H \ 0) ∪ 0

)
= ∞.
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Згідно з теоремою 2.8 одержуємо, що f∗ є власною функцією. Тому
A ̸= ∅ і f∗ = δA. Беручи до уваги гіперкомплексну теорему Фенхеля-
Моро 2.9 і приклад 2.3, одержуємо рівність f = f∗∗ = δ∗A = WA. Тобто
f — опорна функція множини A. □

Наслідок 2.12. Якщо однорідна лінійно опукла функція f : Hn\Θ → H
є відмінною від афінної, то

f∗(y) = δEf∗ (y).

Теорема 2.13. Якщо f : Hn \Θ → H—однорідна лінійно опукла функ-
ція, відмінна від афінної, то

f(x) = Ho \ ∪
y∈Ef∗

⟨x, y⟩.

Доведення. Якщо f — лінійно опукла функція, то за теоремою Фен-
хеля-Моро f = f∗∗ = δ∗. Беручи до уваги приклад 2.3, переконуємось,
що f є опорною функцією множини Ef∗ . □
Означення 2.14. Нехай fα : Hn → H, α ∈ A, є багатозначними функ-
ціями. Функцію

(∪
α
fα)(x) := ∪

α
fα(x)

назвемо об’єднанням функцій fα, а функцію
(∩
α
fα)(x) := ∩

α
fα(x)

— їх перетином.
Для спряжених функцій має місце теорема двоїстості.

Теорема 2.15. Нехай fα : Hn → H, α ∈ A, є багатозначними функція-
ми. Тоді виконується рівність(

∪
α
fα
)∗

= ∩
α
f∗
α.

Доведення. З виразу (2.1) для спряжених функцій одержуємо(
∪
α
fα
)∗
(y) = Ho \ ∪

x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − ∪

α
fα(x)

)
=

= Ho \ ∪
x∈Hn

∪
α

(
⟨x, y⟩ − fα(x)

)
=

= Ho \
∪
α

∪
x∈Hn

(
⟨x, y⟩ − fα(x)

)
=

= ∩
α

(
Ho \ ∪x

(
⟨x, y⟩ − fα(x)

))
= ∩

α
f∗
α(y).

Теорему доведено. □
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