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Про існування деформацій овалоїдів

Т. Ю. Подоусова, Н. В. Вашпанова

Abstract. In this paper, general infinitesimal deformations of higher orders
of simply connected surfaces are considered in three-dimensional Euclidean
space E3, which are important in the study of their continuous deformations.
The problem of finding the displacement vectors of these strains is reduced
to the study and solution of a system of n equations (or basic equations) of
general infinitesimal deformations of finite order n, which are obtained with
respect to an arbitrarily chosen coordinate system on the surface. It is shown
that for closed surfaces of positive Gaussian curvature, the mathematical
model of this problem in the conjugate-isothermal coordinate system is a
system of n heterogeneous equations of a complex form, which in the case
of an ovaloid is reduced to an system of n integral equations. Using tensor
methods, the apparatus of the theory of generalized analytic functions, and
methods of functional analysis, it is proved that a regular ovaloid in E3

“as a whole” admits a general infinitesimal deformation of finite order n,
which is uniquely determined by predefined 3n functions. Their geometric
meaning is found: setting them is equivalent to setting the values of the
variations of the normal unit vector and the area element up to the order n
inclusively. The strain vector fields are determined up to constant vectors.
It was established that the ovaloid will be tough with respect to the general
infinitesimal deformations of finite order n if and only if all values of the
variations of the normal unit vector and the area element up to order n
inclusive are identically equal to zero. A sphere of radius R is considered as
a confirming example of the surface. The displacement vectors are found in
explicit form.

Анотація. У даній роботі у тривимірному евклідовому просторі E3 роз-
глядаються загальні нескінченно малі (н.м.) деформації вищих порядків
однозв’язних поверхонь, які мають важливе значення при вивченні їх
неперервних деформацій. Завдання знаходження векторів зсуву цих де-
формацій зводиться до дослідження і розв’язку системи n рівнянь (або
основних рівнянь) загальних н.м. деформацій скінченого порядку n, які
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отримані відносно довільно обраної на поверхні системи координат. По-
казано, що для замкнутих поверхонь додатньої гаусової кривини мате-
матичною моделлю цього завдання в сполучено-ізотермічній системі ко-
ординат буде система n неоднорідних рівнянь комплексного виду, яка у
випадку овалоїда приводиться до системи n інтегральних рівнянь.
Використовуючи тензорні методи, апарат теорії узагальнених аналі-

тичних функцій і методи функціонального аналізу, доведено, що регу-
лярний овалоїд в E3 “в цілому” допускає загальну н.м. деформацію скін-
ченого порядку n, яка однозначно визначається заздалегідь заданими 3n
функціями. Знайдений їх геометричний зміст: завдання їх рівносильно
завданням значень варіацій орта нормалі і елемента площі до порядку n
включно. Векторні поля деформації при цьому визначаються з точністю
до постійних векторів.
Встановлено, що овалоїд буде жорстким щодо загальних н.м. дефор-

мацій скінченого порядку n тоді і тільки тоді, коли всі значення варіацій
орта нормалі і елемента площі до порядку n включно тотожно рівні ну-
лю. В якості прикладу поверхні, яка підтверджує отриманий результат,
розглянута сфера радіуса R. Вектори зміщень при цьому знайдені в яв-
ному вигляді.

Дослідження загальних нескінченно малих (з.н.м) деформацій ви-
щих порядків поверхонь є важливим етапом у вивченні їх неперервних
деформацій. Н.м. деформації вищих порядків поверхонь при певних
обмеженнях вивчалися багатьма авторами [11, 13, 16, 10, 14, 17]. Тех-
нічні складнощі, які виникають при високих порядках деформації, та
потреби практичного застосування, приводили до необхідності спеці-
алізації як деформації, так і поверхонь, що деформуються. Зокрема,
вивчалися н.м. деформації першого порядку зі збереженням елемента
площі [6, 7], геодезичних ліній [2], спеціальних векторних полів [1] та
інших геометричних об’єктів [3, 4].
Предметом дослідження в даній роботі є регулярний овалоїд у триви-

мірному евклідовому просторі E3. Підвищенний інтерес до цієї поверхні
зумовлений тим, що вона має широке застосування, насамперед, у газо-
вій динаміці при вивченні поверхонь плівок та оболонок. Саме міцність
або жорсткість будь-якої опуклої замкненої поверхні характеризується
наявністю або відсутністю н.м. деформації, які описують цю поверх-
ню. Слід відзначити, що деякі н.м. деформації овалоїдів вивчалися,
наприклад, в [9, 5, 18, 12]. В роботах [15] і [8] автори різними шляхами
прийшли до наступного висновку: всякий регулярний овалоїд допус-
кає н.м. деформацію першого порядку зі збереженням елемента площі
поверхні і однозначно визначається заздалегідь заданими двома функ-
ціями, кожна від двох змінних, що є частковим випадком результату,
отриманого у даній роботі (Теорема 1).
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1. ОСНОВНІ РІВНЯННЯ З.Н.М. ДЕФОРМАЦІЙ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ
ПОВЕРХОНЬ

Нехай у E3-просторі задана однозв’язна регулярна поверхня S класу
C3 з радіус-вектором r = r(x1, x2) і гомеоморфна області G площини
(або всій площині).
Розглянемо н.м. деформацію скінченного n-ого порядку поверхні S

вигляду [11]:

r˚(x1, x2, t) = r(x1, x2) +
n

ÿ

k=1

tkyk(x1, x2)

з регулярними полями зміщення ky(x1, x2) класу C2, частинні похідні
яких розкладемо за базисом ri = Br

Bxi , n:

yki = ciα

k

T̂αβrβ + ciα
k

Tαn, k = 1, n, (1.1)
де c11 = c22 = 0, c12 = ´c21 =

?
g, g = g11g22 ´ g212, gij – метричний

тензор, n – орт нормалі S, а
k

T̂αβ ,
k
Tα – деякі тензорні поля на S. Індекси

всюди набувають значень 1, 2.

Представимо
k

T̂αβ у вигляді суми симетричного
k

Tαβ і кососиметрич-
ного k

µcαβ тензорів:
k

T̂αβ =
k

Tαβ +
k
µcαβ, k = 1, n, (1.2)

де k
µ(x1, x2) – деякі функції класу C2, cαβ = gαigβjcij , g

αβ – елементи
матриці оберненої до матриці }gij}.
Розглянувши умови інтегровності (1.1) і скориставшись деривацій-

ними формулами теорії поверхонь [11], отримаємо наступну систему
рівнянь:

k

Tαi
,α = biα

k

Tα +
k
µciα,

k

Tαβbαβ = ´
k

Tα
,α, k = 1, n. (1.3)

Тут biα = giβbαβ , bαβ – коефіцієнти другої квадратичної форми S, а
комою позначено коваріантне диференціювання на базі gij .
Через будь-який розв’язок системи рівнянь (1.3) із (1.1) знайдемо

вектори зміщення ky(x1, x2), які будуть однозначними функціями в силу
однозв’язності поверхні S:

ky =

ż

M0M

(
ciα

( k

Tαβ +
k
µcαβ

)
rβ + ciα

k

Tαn
)
dxi +

ky0, k = 1, n, (1.4)
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де інтеграли обчислюються вздовж довільної спрямної кривої, що ле-
жить на S і з’єднує фіксовану точку M0 із змінною точкою M , а ky0 –
постійні вектори.
Якщо векторні поля ky = const, то будемо говорити, що поверхня є

жорсткою відносно з.н.м. деформацій, а сама деформація є тривіаль-
ною.
Таким чином, задача знаходження векторів зміщення з.н.м. дефор-

мації еквівалентна розв’язуванню системи рівнянь (1.3). Тому (1.3) на-
зиватимемо основними рівняннями з.н.м. деформацій вищих порядків
поверхонь.

2. КОМПЛЕКСНИЙ ВИГЛЯД СИСТЕМИ РІВНЯНЬ (1.3) ДЛЯ ОВАЛЬНИХ
ПОВЕРХОНЬ

Розглянемо всюди замкнену поверхню S додатньої гаусової кривини
(K ě K0 ą 0 (в G), K0 = const) класу Dl+5,p, l ě 0, p ą 2. (Позначення
класів функцій запозичені у [9]).
Введемо до розгляду сукупність комплексних функцій k

ω комплексної
змінної z = x1 + ix2, i2 = ´1:

k
ω = g

4
?
K
( k

rT 11 ´ i
k

rT 12
)
, (2.1)

де

k

rT ij =
k

T ij +

k
Tα
,α

2H
gij , (2.2)

і H(H ‰ 0) – середня кривина S. Віднесемо поверхню S до сполучено-
ізотермічної системи координат, відносно якої систему рівнянь (1.3) за
методом Векуа І.Н. приведемо до вигляду, [9, р.5, §6, с.342]:

B
k
ω

Bz
´ B

k
ω =

k
F

( k

T 1,
k

T 2,
k
µ

)
, k = 1, n. (2.3)

Тут

B
k
ω

Bz
=

1

2

(
B
k
ω

Bx1
+ i

B
k
ω

Bx2

)
,

k

rT 11 = ´

k

rT 22,
k

rT 12 =
k

rT 21, (2.4)
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а функції
k
F мають наступне представлення:

k
F =

4
?
K

2

[
(g22 + ig12)

(( k
Tα
,α

2H

)
1

+ b11
k

T 1

)]
´

´

4
?
K

2

[
(g12 + ig11)

(( k
Tα
,α

2H

)
2

+ b11
k

T 2

)
´

(
k
µ2 + i

k
µ1

)] (2.5)

Слід відзначити, що функція B, яка входить в кожне рівняння систе-
ми (2.3) має такий же вигляд, як і у рівнянні Векуа І. Н., яке отримано
при дослідженні н.м. згинань першого порядку поверхонь додатної га-
усової кривини, [9, р.5, §3, с. 323].
Крім відомих функцій точки S і шуканих комплексних функцій k

ω

праві частини рівнянь (2.3) містять і функції
k
Tα,

k
µ, (k = 1, n). Для

забезпечення визначенності системи рівнянь (2.3) будемо рахувати їх
заданими функціями в замкненій області G.

3. ПРО ІСНУВАННЯ З.Н.М. ДЕФОРМАЦІЙ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ ОВАЛОЇДІВ
Задача про існування з.н.м. деформацій вищих порядків овальних

поверхонь зводиться до дослідження і розв’язування системи рівнянь
(2.3).
При вивченні з.н.м. деформацій скінченого порядку n овалоїдів сут-

тєвим є дослідження поведінки функцій B,
k
F в точці z = 8 розширеної

комплексної площини.
Відобразимо S на площину E. Тоді асимптотична поведінка поблизу

нескінченно віддаленої точки z = 8 для наступних функцій матиме
вигляд, [9, р.6, §5, с. 471]:

gαβ, g = O(|z|´4), rz, rz, B(z), Pz, Pz = O(|z|´2), (3.1)

де P – деяке неперервно-диференційовне скалярне чи векторне поле на
S.
Справедлива наступна

Теорема 3.1. Замкнена всюди додатної гаусової кривини поверхня S
класу Dl+5,p, l ě 0, p ą 2 «у цілому» допускає з.н.м. деформацію скін-
ченого n-го порядку з векторами зміщення yk(x1, x2) класу C l+3

λ (E),
λ = p´2

p , яка однозначно визначається заздалегідь заданими функція-

ми
k
Tα класу Dl+5,p(E) і k

µ класу Dl+3,p(E), l ě 0, p ą 2.
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Доведення. Оскільки за умовою теореми S P Dl+5,p(E), то функції
([9, р.2, §6, с. 93]):

?
g, bαβ, K, H P Dl+3,p(E), B P Dl+2,p(E), l ě 0, p ą 2. (3.2)

Задамо на овалоїді функції
k
Tα і k

µ таким чином, щоб
k

Tα P Dl+5,p(E), l ě 0, p ą 2, k = 1, n,

k
µ P Dl+3,p(E), l ě 0, p ą 2, k = 1, n,

і поблизу нескінченно віддаленої точки z = 8 мали наступні оцінки:
k

Tα = O(|z|2),
k
µ = O(1), k = 1, n.

Тоді згідно з означенням коваріантної похідної функцій
k
Tα
,α, дістанемо

k

Tα
,α P Dl+3,p(E), l ě 0, p ą 2, k = 1, n.

Скориставшись диференціальними властивостями відомих і заданих
функцій із (2.5) випливає, що

k
F P Dl+2,p(E), l ě 0, p ą 2. (3.3)

Прийнявши до уваги оцінки поблизу точки z = 8 відомих і заданих
функцій із (2.5) дістанемо

k
F = O(|z|´6), k = 1, n. (3.4)

Помноживши рівності (1.1) на cisrt, знайдемо:
k

T̂ st = cisrt kyi, k = 1, n.

Тоді в силу оцінок відомих і заданих функцій поблизу z = 8 із (1.2),
матимемо

k

T st = O(|z|4).

Отже, із рівностей (2.1) згідно (2.2), знайдемо поведінку функцій k
ω в

околі нескінченно віддаленої точки z = 8:
k
ω = O(|z|´4). (3.5)

Покажемо тепер, що система рівнянь (2.3) має розв’язок 1
ω,

2
ω, . . . ,

n
ω,

який на нескінченності задовольняє умовам (3.5).
Відомо, що B P Lp,2, p ą 2 ([9, р.2, §6, с.103]). Тоді в силу оцінок (3.1),

(3.4), (3.5) та згідно теореми 1.23 із [9], кожне рівняння системи (2.3)
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при конкретному значенні k зводиться до інтегрального рівняння ([9,
р.3, §2, с.116]), тобто (2.3) набуде вигляду:

k
ω ´ PE

k
ω = TE

k
F

( k

T 1,
k

T 2,
k
µ

)
, k = 1, n, (3.6)

де

TE

k
F = ´

1

π

ĳ

E

k
F (ξ)dζdη

ξ ´ z
, ξ = ζ + iη,

PE
k
ω = ´

1

π

ĳ

E

B
k
ωdζdη

ξ ´ z
.

При кожному конкретному значенні k оператор PE
k
ω є цілком непе-

рервним в Lq,0(E), q ě
p

p´1 ([9, теорема 1.26]). Згідно теореми 3.11 із [9]
відповідні однорідні рівняння

k
ω ´ PE

k
ω = 0, k = 1, n

для неоднорідного рівняння із (3.6) при конкретному значенні k мають
тільки тривіальні розв’язки k

ω = 0 всюди на E.
Із [9, теорема 1.23] випливає, що права частина кожного неоднорід-

ного рівняння при конкретному значенні k із (3.6) належить класу
Lq,0(E), q ě

p
p´1 .

Тоді кожне неоднорідне рівняння із (3.6) при конкретному значенні
k має розв’язок, притому єдиний в класі Lq,0(E), q ě

p
p´1 ([9], р.3, §5,

с.130).
З іншого боку, в силу (3.2), (3.3), матимемо

k
ω P Dl+3,p(E), l ě 0, p ą 2.

Отже, при заданих функціях
k
Tα,

k
µ розв’язок системи рівнянь (3.6) існує

всюди на площині E, єдиний і належить класу Dl+3,p(E), l ě 0, p ą 2.
В силу рівностей (2.1) та згідно з диференціальними властивостями
відомих функцій точки S, а також функцій

k
Tα,

k
µ,

k
ω, із (1.1) знайдемо

kyi P Dl+3,p(E), l ě 0, p ą 2. Звідси випливає, що вектори зміщення
ky P C l+3

λ (E), λ = p´2
p ([9, р.2, §6, с.101]). Теорему доведено. □
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Лема 3.2. [Про жорсткість овалоїдів] Овалоїд є жорстким віднос-
но з.н.м. деформацій n-ого порядку тоді і тільки тоді, коли функції
k
Tα,

k
µ, (k = 1, n) тотожно дорівнюють нулю.

Доведення. Достатність. Нехай
k
Tα =

k
µ = 0, (k = 1, n). Тоді із (2.5)

можемо знайти функції
k
F = 0. При цьому кожне рівняння системи (2.3)

буде однорідним, і у випадку овалоїда воно матиме єдиний нульовий
розв’язок k

ω = 0, (k = 1, n), [9, р.5, §7, с. 356].
Враховуючи (2.1), (2.2), (1.2) із (1.1) знайдемо kyi = 0, (k = 1, n).

Це означає, що ky = const, а отже, овалоїд є жорстким відносно з.н.м.
деформації n-порядку.
Необхідність. Нехай вектори зміщення ky = const, (k = 1, n) при

з.н.м. деформації скінченного n-го порядку овалоїда є постійними. То-

ді kyi = 0, (k = 1, n). Із рівностей (1.1) знайдемо, що
k

T̂ ij = 0 і
k
Tα = 0.

Отже, функції
k
F із (2.5) матимуть вигляд

k
F =

4
?
K

2

(
k
µ2 + i

k
µ1

)
, k = 1, n.

Скориставшись (1.2), (2.2) із (2.1) знайдемо k
ω = i 4

a

g2K
k
µ. Підставивши

знайдені вирази для k
ω і

k
F в кожне рівняння системи рівнянь (2.3), яке

буде тотожністю тільки у випадку k
µ = 0, k = 1, n. Лему доведено. □

4. ГЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМІСТ ФУНКЦІЙ
k
Tα І k

µ

При з.н.м. деформації S скінченного порядку n k-ті варіації δkdσ
елемента площі dσ поверхні мають вигляд [10]:

δkdσ = g

(
gij

k
εij + ciαcjβ

k´1
ÿ

m=1

m
ε ij

k´m
ε αβ

)
dσ,

де варіації коефіцієнтів першої квадратичної форми S мають наступне
представлення:

2
k
εij = δkgij =

k

T̂αβ (ciαgjβ + cjαgiβ) + ciαcjβ

k

Aαβ,

причому
k

Aαβ =
k´1
ÿ

m=1

(
m

T̂αs
k´m

T̂ βtgst +
m

Tα
k´m

T β

)
.
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В силу рівностей (1.2) попередній вираз для δkdσ набуде вигляду:

δkdσ =

(
´2

k
µg +

k
N

)
dσ,

де
k
N = g

(
1

2
gαβ

k

Aαβ + ciαcjβ
k´1
ÿ

m=1

m
ε ij

k´m
ε αβ

)
. (4.1)

Звідси знайдемо формулу для функцій k
µ:

k
µ =

1

2g

(
k
N ´

δkdσ

dσ

)
. (4.2)

Отже, функції k
µ можна задати варіаціями елемента площі S.

Оскільки орт нормалі має представлення

n =
1

2
cijri ˆ rj ,

то k-ті варіації орта нормалі набудуть вигляду

δkn = cij
(
ri ˆ

kyj + rj ˆ
kyi
)
+

1

2
δkcijcijn+

ks, k = 1, n

де
ks =

k´1
ÿ

m=1

(
δmcij

(
n´my i ˆ

k´my j

)
+ cij

(
myi ˆ

k´my j

))
.

В силу рівностей (1.1) попередні вирази δkn запишуться так:

δkn =

(
cβα

k

T̂αβ +
1

2
δkcijcij

)
n+ csαrs

k

Tα +
ks, k = 1, n

Домноживши обидві частини цих рівностей на cβtrβ , знайдемо пред-
ставлення функцій

k
Tα через варіації орта нормалі S:

k

Tα = cαβrβδkn+ cβαrβ
ks, k = 1, n (4.3)

Отже, отримані попередні результати можна сформулювати так:

Теорема 4.1. Овалоїд класу Dl+5,p, l ě 0, p ą 2 «у цілому» допус-
кає з.н.м. деформацію скінченного порядку n з векторами зміщення
ky(x1, x2) класу C l+3

λ (E), λ = p´2
p , яка однозначно визначається зазда-

легідь заданими варіаціями елемента площі δkdσ P Dl+3,p(E) та варі-
аціями орта нормалі δkn P Dl+5,p(E), причому овалоїд буде жорстким
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відносно з.н.м. деформацій тоді і тільки тоді, коли варіації орта нор-
малі і елемента площі тотожно дорівнюють нулю. □
Слід відзначити, що ця теорема узагальнює результати, отримані в

роботах [15, 8, 10, 5].

5. ІСНУВАННЯ З.Н.М. ДЕФОРМАЦІЙ СФЕРИ
В якості прикладу розглянемо сферу радіуса R:

r =
(

2Rx

1 + x2 + y2
,

2Ry

1 + x2 + y2
,
R(1 ´ x2 ´ y2)

1 + x2 + y2

)
,

де x = x1, y = x2. Задамо на сфері k-ті варіації орта нормалі і елемента
площі поверхні наступним чином:

δkn =
1

k2

(
x(1´x2´y2)2

R(1+x2+y2)3
, y(1´x2´y2)2

R(1+x2+y2)3
, ´4(x2+y2)(1´x2´y2)

R(1+x2+y2)3

)
+

ks, (5.1)

δkdσ =

(
k
N ´ 1

k2
8R2

(1+x2+y2)2

)
, k = 1, n (5.2)

де
k
N мають вигляд (4.1).
Згідно з рівностями (4.2) і (4.3), функції

k
Tα і k

µ на сфері матимуть
вигляд:

k

T 1 =
y(1 ´ x2 ´ y2)

2R2(1 + x2 + y2)
1
k2
,

k

T 2 = ´
x(1 ´ x2 ´ y2)

2R2(1 + x2 + y2)
1
k2
,

k
µ =

1

k2
,

де k = 1, n. Тоді
k
Tα

,α = 0, а система рівнянь (2.3) в даному випадку
матиме наступне представлення:

B
k
ω

Bz
= ´

4i
?
Rz(1 ´ zz)

(1 + zz)5
1

k2
, k = 1, n.

Її загальний розв’язок можна записати так:

k
ω = ´

1

πk2

ĳ

E

4iζ
?
R(1 ´ ζζ)

(1 + ζζ)5(ζ ´ z)
dζdη, ζ = η + iς

оскільки в даному випадку B = 0.
Скориставшись диференціальною властивістю оператора Tf :

BTf

Bz
=

B

Bz

(
´ 1

π

ĳ

E

f
ζ´zdζdη

)
= f
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знайдемо функції k
ω :

k
ω =

2i
?
Rz2

(1 + zz)4
1

k2
, k = 1, n.

В силу рівностей (2.2), (2.1), (1.2) із (1.4) отримаємо явний вираз век-
торів зміщення, які симетрично залежать від змінних x та y:

ky =
1

k2
a+ kc0, k = 1, n (5.3)

де координати a(a1, a2, a3) мають представлення:

a1 =
x(x2 + y2) ´ 2Rx(1 + x2 + y2)2

(1 + x2 + y2)3
,

a2 =
y(x2 + y2) ´ 2Ry(1 + x2 + y2)2

(1 + x2 + y2)3
,

a3 =
1 + x2 + y2 + 2(x2 + y2)2 ´ 2R(1 ´ x2 ´ y2)(1 + x2 + y2)2

(1 + x2 + y2)3
),

і kc0 – постійні вектори.
Отже, сфера «у цілому» допускає нетривіальну н.м. деформацію

скінченного порядку n з векторами зміщення вигляду (5.3), яка ви-
значається заздалегідь заданими варіаціями елемента площі та орта
нормалі, які мають представлення (5.1), (5.2) відповідно.
Підсумовуючи викладене вище, робимо наступний висновок. Регу-

лярний овалоїд «у цілому» допускає з.н.м. деформацію скінченного по-
рядку n, яка визначається заздалегідь заданими 3n функціями. По-
яснено їх геометричний сенс. Отримані результати проілюстровані
на сфері. Розроблені методи дозволяють застосовувати їх при вив-
ченні деформації інших поверхонь, які нерідко використовуються в
різних сферах повсякденного життя людства.
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