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➚ííîòàöèÿ ➘ëÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Vn ïîñòðîåíî ïðèáëèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ✲ ïðîñòðàíñòâî Ṽ 2

n ✳ ➘îêàçàíî✱

÷òî Ṽ 2

n ÿâëÿåòñÿ ñóáïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ➶✳ Ô✳ ✃àãàíà✳ ➶ ÿâíîì

âèäå ïîëó÷åíî âûðàæåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ✃èëëèíãà ïðîñòðàíñòâà Ṽ 2

n ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà Ñóáïðîåêòèâíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî✱ ãðóïïà ❐è äâè✲

æåíèé✳

Ó➘✃ ✺✶✹✳✼

1. Ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn✱ îòíåñåííîå ê ïðîèçâîëüíîé ñè✲

ñòåìå êîîðäèíàò {x1, x2, . . . , xn} ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gij(x)✳ ➬àôèêñè✲

ðóåì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå òî÷êó M0(x
h
0
) è ïîñòðîèì íîâîå ïðîñòðàíñòâî Ṽ 2

n ✱

îïðåäåëäèâ åãî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð g̃ij(y) ñëåäóþùèì îáðàçîì ✭❬✶❪✮✿

g̃ij(y) = gij
◦

+
1

3
Riαβj
◦

yαyβ , (1.1)

ãäå gij
◦

= gij(M0), Riαβj
◦

= Riαβj(M0).

➶ äàëüíåéøåì ôîðìóëû âèäà ✭✶✳✶✮ áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå✿

g̃ij(y) = gij +
1

3
Riαβjy

αyβ ,

ñ÷èòàÿ✱ ÷òî îáúåêòû èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn âû÷èñëåíû â òî÷êå M0✳

➴ñëè â Vn ïåðåéòè ê ðèìàíîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå M0

è ðàçëîæèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij(x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè äàííîé
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òî÷êè✱ òî ìîæíî óáåäèòüñÿ✱ ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ṽ 2
n ðåàëèçóåò ïðèáëèæåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ Vn è ïîòîìó îòðàæàåò åãî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñ

îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ✭❬✷❪✮✳

➘ëÿ ýôôåêòèâíîãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà Ṽ 2
n ïîíàäîáÿòñÿ gij(y)

✲ ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ ìàòðèöû ||g̃ij || ñ ýëåìåíòàìè ✭✶✳✶✮✳ Ñîãëàñ✲

íî ❐åììå ✶ ✭❬✸❪✮✿

g̃ij(y) = gij +
∞∑

p=1

(−1)pt(p)ij , (1.2)

ãäå

thk = 1
3R

h
·l1l2k

yl1yl2 ,

tij = tiαg
αj ,

t
(p)h
k = t(p−1)h

α tαk , p = 2, 3, . . .

(1.3)

Ðÿäû ✭✶✳✷✮ ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå

|Rh
·l1l2k

yl1yl2 | ≤
3c

n
(c < 1)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé✱ êîãäà èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî Vn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí✲

ñòâîì íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ❑✳ ➮çâåñòíî ✭❬✹❪✮✱ ÷òî äëÿ ýòîãî íåîá✲

õîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû

Rh
·ijp = K(gipδ

h
j − gijδ

h
p ) (1.4)

Ïîäñòàâëÿÿ ✭✶✳✹✮ â ✭✶✳✸✮✱ ïîëó÷àåì

thp = K
3 (gl1pδ

h
l2
− gl1l2δ

h
p )y

l1yl2 ,

t(2)hp = −Athp ,

t(3)hp = A2thp ,

. . . ,

t(m)h
p = (−1)m+1Am−1thp ,

m = 4, 5, . . .

(1.5)

ãäå

A =
K

3
gl1l2y

l1yl2 (1.6)

Ïîäñòàâëÿÿ ✭✶✳✺✮ â ✭✶✳✷✮✱ íàõîäèì

g̃ij = gij − tij
∞∑

p=1

Ap (1.7)
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Òàê êàê |thp | ≤
c

n
✱ òî |

K

3
(gl1pδ

h
l2
− gl1l2δ

h
p )y

l1yl2 | ≤
c

n
✳

Ïðîñóììèðîâàâ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî èíäåêñàì h è p✱ ïîëó÷àåì

|
K

3
gl1l2y

l1yl2 | ≤
c

n(n− 1)
< 1

èëè

|A| < 1,

ïîýòîìó

∞∑

p=1

Ap =
A

1−A
êàê ñóììà ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåò✲

ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè✱ à ñîîòíîøåíèå ✭✶✳✼✮ ïðèíèìàåò âèä

g̃ij(y) =
gij −

K

3
yiyj

1−
K

3
gαβy

αyβ
(1.8)

➮ç ôîðìóë ✭✶✳✶✮ è ✭✶✳✽✮ ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñèìâîëîâ ✃ðè✲

ñòîôôåëÿ ■ è ■■ ðîäà ïðîñòðàíñòâà Ṽ 2
n ✿

Γ̃ij,p(y) = −
1

3
Rp(ij)ly

l

èëè

Γ̃ij,p(y) =
K

3
(2gijgpl − gl(igj)p)y

l, (1.9)

Γ̃h
ij(y) =

K
3(1−A)

[(
2gijδ

h
l − gl(iδ

h
j)

)
yl−

−
2K

3
(gijgl1l2 − gil1gjl2) y

l1yl2yh
]
.

(1.10)

❮à îñíîâàíèè ✭✶✳✶✵✮ êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðèìàíà ïðîñòðàíñòâà Ṽ 2
n èìåþò

âèä✿

R̃h
·ijp(y) =

K(4A−3)
3(A−1) (gipδ

h
j − gijδ

h
p )+

+
2K2

9(A− 1)
(gijgpl1 − gipgjl1)y

l1yh+

+
K2(4A− 5)

9(A− 1)2
(gjl1δ

h
p − gpl1δ

h
j )gil2y

l1yl2 .

(1.11)

Ïðîñóììèðîâàâ ✭✶✳✶✶✮ ïî èíäåêñàì ❤ è ♣✱ ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ✭✶✳✶✮ è

✭✶✳✹✮✱ ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è ïðîñòðàíñòâà Ṽ 2
n ✿

R̃ij(y) = ρ1g̃ij(y) + ρ2λ̃iλ̃j , (1.12)
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ãäå

λ̃i = gijy
l, (1.13)

à ρ1(y) è ρ2(y) ✲ íåêîòîðûå ôóíêöèè✱ çàâèñÿùèå îò y1, y2, . . . , yn✳

❮åïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ â òîì✱ ÷òî✿

✶✮ òåíçîð êîíôîðìíîé êðèâèçíû C̃h
·ijp(y) ïðîñòðàíñòâà Ṽ 2

n òîæäåñòâåííî

ðàâåí íóëþ✿

C̃h
·ijp(y) = 0 (1.14)

✷✮

λ̃iλ̃j g̃
ij(y) = gαβy

αyβ 6= 0 (1.15)

➮çâåñòíî ✭❬✺❪✮✱ ÷òî óñëîâèÿìè ✭✶✳✶✹✮✱ ✭✶✳✶✺✮ è ✭✶✳✶✷✮ îïðåäåëÿþòñÿ ñóá✲

ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà ➶✳ Ô✳ ✃àãàíà îñíîâíîãî ñëó÷àÿ✳ Ò✳î✳ äîêàçàíî

óòâåðæäåíèå✳

Òåîðåìà ✶ Ïðèáëèæåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà

íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ñóáïðîåêòèâíûì ïðîñòðàí✲

ñòâîì îñíîâíîãî ñëó÷àÿ✳

2. ➮íôèíèòåçèìàëüíûå äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå âòîðîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà íåíóëåâîé

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

✶✳ ➮çâåñòíî ✭❬✶❪✮✱ ÷òî â Ṽ 2
n ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèé âåêòîð ✃èëëèíãà

ξ̃h(y) âèäà

ξ̃h(y) =

∞∑

p=0

ah
p
, (2.1)

ãäå

ah
p

= ah
·l1...lp

yl1 · . . . · ylp , ah
◦

= ah
·

(2.2)

òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ah
2p

=
(−1)p+1

2p− 1
aαt(p)hα (2.3)

ah
·

2p+1
= 0 (2.4)

aα
·(igj)α = 0 (2.5)
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aα
·(iRj)(l1l2)α + aα

·(l1
Rl2)(ij)α = 0 (2.6)

aα
·(i

2p−1

tj)α + aα
2p

µα
ij = 0 (2.7)

(p = 1, 2, ...)

➬äåñü µh
ij =

1
3R

h
·(ij)ly

l✱ tij è t
(p)i
j îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ✭✶✳✸✮✳

Ïîäñòàâèâ ✭✶✳✹✮ â ✭✷✳✻✮✱ óáåæäàåìñÿ â òîì✱ ÷òî ✭✷✳✻✮ âûïîëíÿþòñÿ òîæ✲

äåñòâåííî äëÿ ëþáûõ ah
·p✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ✭✷✳✺✮✳

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ✭✷✳✼✮ ïðè p = 1✿

aα
[
Rα(il1)βR

β

·(l2l3)j
+Rα(il2)βR

β

·(l3l1)j
+Rα(il3)βR

β

·(l1l2)j
+

+Rα(jl1)βR
β

·(l2l3)i
+Rα(jl2)βR

β

·(l3l1)i
+Rα(jl3)βR

β

·(l1l2)i
+

+ Rα(l1l2)βR
β

·(ij)l3
+Rα(l2l3)βR

β

·(ij)l1
+Rα(l3l1)βR

β

·(ij)l2

]
= 0

(2.8)

Óðàâíåíèÿ ✭✷✳✽✮ ñâåðíåì ñ gil1gl2l3 è â ðåçóëüòàò ïîäñòàâèì ✭✶✳✹✮✳ Ïîëó✲

÷èì

aj = 0 (2.9)

❰÷åâèäíî✱ ÷òî ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû ✭✷✳✼✮ âûïîëíÿþòñÿ

òîæäåñòâåííî íà îñíîâàíèè ✭✷✳✾✮✳ Ïîýòîìó èç ✭✷✳✷✮ ïîëó÷àåì✿

ξ̃h = ah
·ly

l, (2.10)

ãäå ah
·l óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ✭✷✳✺✮✳ Ò✳î✳ ïðèõîäèì ê ãðóïïå ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ äâèæåíèé✿

y′h = yl
[
δhl +

∑
∞

p=1
1
p! t

pa(p)hl

]

(a
(p)
·

h
l = ahαa

(p−1)α
l , p = 2, 3, . . .)

(2.11)

Ïîêàæåì✱ ÷òî ðÿäû

∞∑

p=1

1

p!
tpa(p)hl ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî äëÿ

t✱ êîòîðîå èçìåíÿåòñÿ íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå✳

➘åéñòâèòåëüíî✱ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ✿

Max{|ah.lt|} =
c

n
(c = const)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè
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|a
(2)h
.l t2| ≤ |ah.lt| · |a

1
.lt|+ |ah.2t| · |a

2
.lt|+ . . .+

+ . . .+ |ah.nt| · |a
n
.lt| ≤

c2

n
,

|a
(3)h
.l t3| ≤ c3

n
,

. . .

|a
(p)h
.l tp| ≤

cp

n
, p = 4, 5, . . .

Ïîýòîìó ðÿäû

∞∑

p=1

1

p!
tpa(p)hl ✱ êîòîðûå ìàæîðèðóþòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëî✲

âûì ðÿäîì

∞∑

p=1

cp

p!
= ep✱ ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî äëÿ t✱ èçìåíÿþ✲

ùåìñÿ íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå✳

Ò✳ê✳ ïîðÿäîê ãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿ ì❛êñèìàëüíûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ

ah
·l✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ ✭✷✳✺✮✱ òî ïðèõîäèì ê òåîðåìå✳

Òåîðåìà ✷ Ïðîñòðàíñòâî âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ Ṽ 2
n äëÿ ïðîñòðàíñòâà

íåíóëåâîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû äîïóñêàåò ãðóïïó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

äâèæåíèé Gr ïîðÿäêà r =
n(n− 1)

2
✳

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

✶✳ Ïîêàñü Ñ✳❒✳✿ ➹ðóïïû ❐è äâèæåíèé â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå âòîðîãî ïðèáëèæå✲

íèÿ✳ ➮çâåñòèÿ Ïåíçåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè ➶✳➹✳ ➪åëèíñêîãî✱

ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè✱ ➑✷✻✱ ✷✵✶✶✱ ñòð✳ ✶✼✸✲✶✽✸

✷✳ Ïåòðîâ ➚✳➬✳✿ ❮îâûå ìåòîäû â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè✳ ❒✱ ❮àóêà✱ ✶✾✻✻✳

✸✳ ➚✳ ➶✳ ✃ðóòîãîëîâà✱ Ñ✳ ❒✳ Ïîêàñü✱ ❐✳ ➹✳ Öåõìåéñòðóê ✧➮íäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ

ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ✧❒àòåìàòè÷í✐ ñòóä✐➝ Ò✹✶✱ ➑✷✱ ✷✵✶✹✱

ñòð✳ ✷✷✵✲✷✷✹

✹✳ Ýéçåíõàðò ❐✳Ï✳✿ Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ✳ ❒✱ ➮❐✱ ✶✾✹✽✳

✺✳ ✃àãàí ➶✳ Ô✳✿ Ñóáïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà✳ ❒✱ ôèçìàòãèç✱ ✶✾✻✶✳

✻✳ Ýéçåíõàðò ❐✳Ï✳✿ ❮åïðåðûâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé✳ ❒✱ ➮❐✱ ✶✾✹✼✳

Ñ✳ ❒✳ Ïîêàñü✱ ➚✳ ➶✳ ✃ðóòîãîëîâà

❰äåññêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè ➮✳ ➮✳ ❒å÷íèêîâà✱ êàôåäðà

ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè✱ ❰äåññà✱ Óêðàèíà

❊✲♠❛✐❧✿ ♣♦❦❛s❅♦♥✉✳❡❞✉✳✉❛✱ ✵✶❧✐♥❦✵✶❅r❛♠❜❧❡r✳r✉



➹åîìåòðèÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ✺✾

❙❡r❣❡② ▼✳ P♦❦❛s✱ ❆❧✐♥❛ ❱✳ ❑r✉t♦❣♦❧♦✈❛

●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ Vn ✇❡ ❤❛✈❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Ṽ
2

n
✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t Ṽ
2

n
✐s ❛ s✉❜♣r♦❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❱✳ ❋✳ ❑❤❛❣❛♥✳ ❆❧s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❑✐❧❧✐♥❣✬s ✈❡❝t♦r ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✳


