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❰ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ íåêîòî✲
ðûõ çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè äàííûõ
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➚ííîòàöèÿ Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê óïîðÿäî÷èâàíèþ

äàííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàñòåðíîãî àíàëèçà✳ ➶ õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è

óïîðÿäî÷èâàíèÿ äàííûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê äåêàðòî✲

âîé ïëîñêîñòè ñ ââåäåííîé ➴âêëèäîâîé ìåòðèêîé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà ✃ëàñòåðíûé àíàëèç✱ óïîðÿäî÷èâàíèå äàííûõ✱ ãåîìåòðè✲

÷åñêèé ïîäõîä✱ ➴âêëèäîâà ìåòðèêà✳

Ó➘✃ ✺✶✲✼✹✿ ✺✶✾✳✻✺

✶ ➶âåäåíèå

➘îñòàòî÷íî ÷àñòî â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè ÿâëå✲

íèé✱ ðàçðàáîòêè îáúÿñíÿþùèõ èõ ïðèíöèïîâ✱ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðî✲

âåäåíèÿ êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ✱ äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî èõ ïðåäâàðèòåëüíî

óïîðÿäî÷èòü✱ ñãðóïïèðîâàòü✳ ➶îïðîñàìè ðàçðàáîòêè òèïîëîãèè èëè êëàññè✲

ôèêàöèè✱ èññëåäîâàíèÿ êîíöåïòóàëüíûõ ñõåì ãðóïïèðîâêè îáúåêòîâ✱ ôîð✲

ìèðîâàíèÿ ãèïîòåç íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ äàííûõ çàíèìàåòñÿ êëàñòåðíûé

àíàëèç✳ Ïðè ýòîì äëÿ âûäåëåíèÿ êëàñòåðîâ✱ ò✳ å✳ ãðóïï áëèçêèõ ïî íåêî✲

òîðîìó êðèòåðèþ îáúåêòîâ✱ â êëàñòåðíîì àíàëèçå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå

ïîäõîäû è ìåòîäû✱ íàïðèìåð ìåòîäû ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ðåãðåññèè✱ ìå✲

òîä äåðåâüåâ ðåøåíèé✱ ìåòîä íåéðîííûõ ñåòåé è ò✳ ä✳ ✭íà ðèñ✳ ✶ ïðèâåäåíû

ïðèìåðû ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà îáúåêòîâ áàçû äàííûõ â äâóõìåðíîé èíòåð✲

ïðåòàöèè íà êëàñòåðû✮✳



✽ ➮✳ ➶✳ ➬èíîâååâ

Ðèñ✳ ✶ Ïðèìåðû êëàñòåðèçàöèè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ áàçû äàííûõ â äâóõìåðíîé èí✲
òåðïðåòàöèè✿ à✮ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ áàçû äàííûõ❀ á✮ êëàññèôèêàöÿ ìåòîäîì ëèíåéíîé
ðåãðåññèè❀ â✮ êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîì äåðåâüåâ ðåøåíèé❀ ã✮ êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîì íåé✲
ðîííûõ ñåòåé✳

❮åçàâèñèìî îò ïðåäìåòà èçó÷åíèÿ ïðèìåíåíèå êëàñòåðíîãî àíàëèçà

ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùèå ýòàïû✿ îòáîð âûáîðêè êîëè÷åñòâåííûõ äàííûõ äëÿ

êëàñòåðèçàöèè❀ îïðåäåëåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà❀ âû÷èñëåíèå çíà÷å✲

íèé ìåðû ñõîäñòâà ✭ðàçëè÷èÿ✮ ìåæäó îáúåêòàìè❀ ïðèìåíåíèå îäíîãî èëè

íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ êëàñòåðíîãî àíàëèçà ✭äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ìåòî✲

äîâ êëàñòåðèçàöèè ïðèâåäåí✱ íàïðèìåð✱ â ðàáîòàõ ❆✳ ❏❛✐♥✱ ▼✳ ▼✉rt②✱ P✳ ❋❧②♥♥

❬✶❪✱ ➪åðèêîâà ➶✳ Ñ ❬✷❪✮ äëÿ ñîçäàíèÿ ãðóïï ñõîäíûõ îáúåêòîâ❀ ïðîâåðêà äî✲

ñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ êëàñòåðíîãî ðåøåíèÿ✳

➶î ìíîãèõ çàäà÷àõ êëàñòåðíîãî àíàëèçà ïîìèìî íåîáõîäèìîñòè ñãðóï✲

ïèðîâàòü äàííûå âîçíèêàåò åùå çàäà÷à ýòè äàííûå óïîðÿäî÷èòü✱ ââåñòè íà

ýòîì ìíîæåñòâå îòíîøåíèå ïîðÿäêà✳ ➘àííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ

âîïðîñà ââåäåíèÿ íà çàäàííîì ìíîæåñòâå ñãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ îòíî✲

øåíèÿ ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà✳

✷ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó àíàëèçà èñõîäíîãî êîíå÷íîãî íàáîðà äàííûõ✱ êàæäûé

îáúåêò êîòîðîãî çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòêàìè ✭íàïðèìåð✱

ãåîãðàôè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå õîñòîâ êîìïüòåðíîé ñåòè✮✳ Ïîíÿòíî✱ ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå ìîæåì ðàññìîòðåòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ èñõîäíûõ

äàííûõ✱ ïðåäñòàâèâ èõ êàê íàáîð ãåîìåòðè÷åñêèõ òî÷åê✱ çàäàííûõ ñâîèìè

äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ✭÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè✮ íà ➴âêëèäîâîé

ïëîñêîñòè ñ ââåäåííîé ➴âêëèäîâîé ìåòðèêîé ✭äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ➚ è

➶ çàäàííîãî ìíîæåñòâà â êà÷åñòâå ìåòðèêè ❞✭❆✱ ❇✮ âûáèðàåòñÿ åâêëèäîâî

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè✮✳ Òîãäà îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà çàäàííîì ìíîæåñòâå

òî÷åê ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì✿ äëÿ çàäàííîãî êî✲

íå÷íîãî íàáîðà n òî÷åê (B1, B2, ..., Bn) òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïåðåñòàíîâ✲

êó (B′

1
, B′

2
, ..., B′

n
) ýòèõ òî÷åê✱ ÷òîáû çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ B′

1
B′

2
... B′

n
B′

1

èìåëà ìèíèìàëüíóþ äëèíó✱ ò✳ å✳ áûëà ìèíèìàëüíîé ñóììà



❰ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ ✾

S = d (B1, B2) + d (B2, B3) + . . . d (Bn−1, Bn) + d (Bn, B1) , ✭✶✮

ãäå ❞✭❆✱ ❇✮ ✕ åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ❆ è ❇✳ Ïîðÿäîê

ñëåäîâàíèÿ òî÷åê â íàéäåííîé ïåðåñòàíîâêå îïðåäåëèò ïîðÿäîê äàííûõ â

çàäàííîì êëàñòåðå è ìîæåò îïðåäåëèòü✱ íàïðèìåð✱ àðõèòåêòóðó êîìïüþòåð✲

íîé ñåòè ñ íàèìåíüøèì ✭â ëîêàëüíîì èëè ãëîáàëüíîì ïîíèìàíèè✮ âðåìåíåì

ïðîõîæäåíèåì ñèãíàëà ïî ñåòè✳

➬àìåòèì✱ ÷òî â òåðìèíàõ òåîðèè âçâåøåííûõ ãðàôîâ ✭âåðøèíû ✕ çàäàí✲

íûå òî÷êè✱ âåñà ðåáåð ✕ åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè

âåðøèíàìè✮ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

ïîðÿäêà âåðøèí ãàìèëüòîíîâà öèêëà íàèìåíüøåãî ñóììàðíîãî âåñà✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è✿ çàäà÷à ââåäåíèÿ ïîðÿäêà

íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå äàííûõ è çàäà÷à ââåäåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå

êîðòåæåé äàííûõ (B′

1, B′

2, ..., B′

n
)✱ ✳✳✳ ✱ (B′′

1 , B′′

2 , ..., B′′

n
) ïî ïðèçíàêó ìèíè✲

ìàëüíîñòè ñóììû ✭✶✮✳

✸ ❰áñóæäåíèå è ðåçóëüòàòû

Ðåøåíèå çàäà÷è óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìíîæåñòâà äàííûõ â êëàñòåðå✳

➶îñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäàìè✱ îïèñàííûìè â ðàáîòàõ ❬✸❪✱ ❬✹❪✱ â êîòîðûõ ðàñ✲

ñìàòðèâàþòñÿ ïðèíöèïû ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ➻ííûõ

ðåøåíèé çàäà÷è êîìèâîÿæåðà✳ Ýòè ïðèíöèïû îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèé àíà✲

ëîãîâ êîíå÷íîýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé óðàâíåíèé îäíîìåðíûõ êðàåâûõ

çàäà÷ ïðè ïîñòðîåíèè êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ✱ àïïðîêñèìèðóþùèõ â ïðî✲

ñòðàíñòâå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ïóòü êîììèâîÿæåðà✳

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ òðåáóåìîé ïåðåñòàíîâêè (B′

1, B′

2, ..., B′

n
) ñòðîèòñÿ ãëàä✲

êàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êðèâàÿ✳ ➘ëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè (B1, B2, ..., Bn)

çàäàííîãî íàáîðà òî÷åê íà ïëîñêîñòè Oxy áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèî✲

íàë îò ✷♥ ïåðåìåííûõ✱ ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äëèíó çàìêíóòîé ëîìàíîé✱

îïðåäåëÿåìîé çàäàííûì íàáîðîì òî÷åê✿

F (x1, ..xn, y1, ..yn) =

n−1
∑

i=1

√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 +

+
√

(x1 − xn)2 + (y1 − yn)2. ✭✷✮

➬àäà÷à î íàõîæäåíèè çàìêíóòîé ëîìàíîé ìèíèìàëüíîé äëèíû ñâîäèò✲

ñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà ôèêñèðîâàííîì

íàáîðå óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë ✕ êîîðäèíàò âåðøèí ëîìàíîé✳



✶✵ ➮✳ ➶✳ ➬èíîâååâ

Ïðèìåíÿÿ ê ✭✷✮ íåîáõîäèìîå óñëîâèåì ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìà ôóíêöèè

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

∂F (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

∂xi

= 0,
∂F (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

∂yi
= 0,

i = 1, ..., n,

ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó 2n êâàçèëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå✲

íèé ñ 2n íåèçâåñòíûìè ñ ëåíòî÷íîé ìàòðèöåé An×n ✭ëåíòà øèðèíîé òðè

ýëåìåíòà✮✱ ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ✭✸✮ ✿

Akk =
1

√

(xk−1 − xk)2 + (yk−1 − yk)2
+

1
√

(xk+1 − xk)2 + (yk+1 − yk)2
,

Akk±1 =
−1

√

(x(k±1−xk)2 + (yk±1 − yk)2
. ✭✸✮

➶ ðàáîòå ❬✹❪ ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå òîãî✱ ÷òî ëåíòî÷íàÿ ìàòðèöà✱ ýëå✲

ìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè ✭✸✮✱ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå êâà✲

çèëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé✱ êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà

êàê ÷èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà êðàåâîé çàäà÷è íà íåðàâíîìåðíîé

ñåòêå✿
{

−X̃ ′′(t) = 0,

−Ỹ ′′(t) = 0,
X̃(0) = X̃(2π), Ỹ (0) = Ỹ (2π) , ✭✹✮

ãäå X̃ ′′ (t) è Ỹ ′′ (t) ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ãëàäêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöè✲

ÿìè✱ êîòîðûå â óçëàõ ñåòêè àïïðîêñèìàöèè ïðèíèìàþò çàäàííûå çíà÷åíèÿ

â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ✳

➶îñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïîäõîäîì äëÿ íàøåé çàäà÷è✱ ñ÷èòàÿ óçëàìè àïïðîê✲

ñèìàöèè çàäàííûå òî÷êè✱ à ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ïîðÿäîê òî÷åê â íàáîðå

(B1, B2, ..., Bn)✳

➪óäåì èñêàòü X̃ (t) è Ỹ (t) â âèäå

X̃(t) =
n
∑

k=1

αkvk(t), Ỹ (t) =
n
∑

k=1

βkvk(t), ✭✺✮

ãäå vk(t) âûáèðàþòñÿ â âèäå íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì

2π✱ íàïðèìåð✱ â âèäå vk(t) = eikt = cos(kt)+ i · sin(kt)✳ Òîãäà ìèíèìóì ëåâûõ

÷àñòåé ïîëó÷èâøèõñÿ â ✭✹✮ âûðàæåíèé äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì íàáîðå

êîýôôèöèåíòîâ (αk, βk) , k = 0, n✱ êîòîðûé ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ îäíèì èç

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ çàìêíóòîé ëîìàíîé✱ ïðè ýòîì äëèíà ýòîé ëîìàíîé

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ✳



❰ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ ✶✶

Òàêèì îáðàçîì✱ òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè X̃(t) è Ỹ (t) â âèäå ✭✺✮ òàêèå✱

÷òî â óçëàõ ñåòêè àïïðîêñèìàöèè îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò çà✲

äàííûõ òî÷åê✱ ïðè÷➻ì ïîðÿäîê✱ â êîòîðîì òî÷êè áóäóò ïðîéäåíû✱ çàðàíåå

íå èçâåñòåí✱ è êîýôôèöèåíòû èç ✭✺✮ äîëæíû îáåñïå÷èâàòü ìèíèìóì ëåâûì

÷àñòÿì âûðàæåíèé â ñèñòåìå ✭✹✮✳

❮à îñíîâå ïðèâåä➻ííûõ ðàññóæäåíèé ñòðîèòñÿ èòåððàöèîííûé ïðîöåññ

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà íåêîòîðîì øàãå âû÷èñ✲

ëåíû k êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ✭✺✮ è èçâåñòåí íåêîòîðûé ïîðÿäîê îáõîäà òî÷åê

(B′

1
, B′

2
, ..., B′

n
)✳ ❮à ñëåäóþùåì øàãå èòåðàöèè òðåáóåòñÿ ñêîððåêòèðîâàòü

ýòîò ïîðÿäîê✱ ò✳ å✳ îïðåäåëèòü íîâûé ïîðÿäîê (B′′

1
, B′′

2
, ..., B′′

n
)✱ óòî÷íèòü

êîýôôèöèåíòû ñ ó÷➻òîì íîâîãî ïîðÿäêà îáõîäà è âû÷èñëèòü (k+1)✲å êîýô✲

ôèöèåíòû â ✭✺✮✱ ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè ✭✷✮ íà êîðòåæå (B′′

1
, B′′

2
, ..., B′′

n
)

äîëæíî áûòü íå áîëüøå✱ ÷åì íà êîðòåæå (B′

1
, B′

2
, ..., B′

n
)✳

❮àçîâ➻ì âñïîìîãàòåëüíîé êðèâîé óïîðÿäî÷èâàíèÿ ✭➶✃Ó✮ ïàðàìåòðèçî✲

âàííóþ êðèâóþ✱ êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðîé ✕ ýòî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé X̃(t) è

Ỹ (t)✳ ❰ïóñòèì èç çàäàííûõ òî÷åê ïåðïåíäèêóëÿðû íà ➶✃Ó è äëÿ êàæäîé

òî÷êè âûáåðåì íàèìåíüøèé ïåðïåíäèêóëÿð✳ ❰ñíîâàíèÿ✱ ïîëó÷åííûõ òàêèì

îáðàçîì ïåðïåíäèêóëÿðîâ✱ îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿþòñÿ çàäàííûì òî÷êàì✱

ïîýòîìó ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ ïî ➶✃Ó çàäà➻ò íîâûé ïîðÿäîê îáõîäà òî✲

÷åê✳ Ýòèì îáåñïå÷èâàåòñÿ ðåøåíèå ïåðâîé èç ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ✕ ââåäåíèå

îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà çàäàííîì ìíîæåñòâå äàííûõ✳

➬àìåòèì✱ ÷òî îïèñàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà÷àì ïðî✲

åêòèðîâàíèÿ àðõèòåêòóð êîìïüþòåðíûõ ñåòåé✳ ➴ñëè íà ìíîæåñòâå êîìïüþ✲

òåðîâ ðàçðàáàòûâàåìîé ñåòè ïðîâåñòè ðàçáèåíèå íà êëàñòåðû✱ òî ïîðÿäîê✱

ââåäåííûé íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ ✭êîìïüþòåðîâ✮ êàæäîãî ïîëó÷åííîãî êëà✲

ñòåðà ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î òîïîëîãèè ✭àðõèòåê✲

òóðå✮ êîìïüþòåðíîé ñåòè✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ îïèñàííûé äàëåå ïîäõîä ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü ïîðÿäîê äàííûõ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ñåòåé êîëüöåâîé è øèí✲

íîé òîïîëîãèé✳

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé êðèâîé óïîðÿäî÷èâàíèÿ äàííûõ✳

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòè ìåæäó êîîðäèíàòàìè çàäàííûõ òî÷åê êëàñòåðà è

êîîðäèíàòàìè èõ ïðîåêöèé íà ➶✃Ó✳ Ïî íèì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåéíîé

èíòåðïîëÿöèè ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèè íåâÿçêè ∆X(t) è ∆Y (t)✱ êîòîðûå

â óçëàõ ñåòêè àïïðîêñèìàöèè õàðàêòåðèçóþò✱ íàñêîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

X̃(t) è Ỹ (t) ✭êîîðäèíàòû òî÷åê✲ïðîåêöèé✮ îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîîðäèíàò èñõîäíûõ òî÷åê✳ ➮ñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî

àíàëèçà ✭íàïðèìåð ìåòîäà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå✮✱ äëÿ ôóíêöèé
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∆X(t) è ∆Y (t) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû óòî÷íåíèÿ äëÿ óæå âû÷èñëåííûõ êî✲

ýôôèöèåíòîâ è íàéäåíû (k + 1)✲å êîýôôèöèåíòû✳

Òàêèì îáðàçîì✱ îïðåäåëèâ ➶✃Ó✱ ñîîòâåòñòâóþùóþ íàéäåííîìó íàáîðó

êîýôôèöèåíòîâ✱ îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ òî÷åê è ñòðîèòñÿ ñîîò✲

âåòñòâóþùàÿ ëîìàíàÿ✳

➶ çàâèñèìîñòè îò âèäà ðàñïîëîæåíèÿ äàííûõ â êà÷åñòâå ➶✃Ó ìîæåò

áûòü ïîäîáðàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ✱ óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïè✲

ñàííûì âûøå óñëîâèÿì✱ îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â êà÷åñòâå ➶✃Ó ìîæ✲

íî âûáèðàòü ëèíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ✕ ýëëèïñ✱ íàïðèìåð íà ðèñ✳✷ ïðèâåäåíû

äâà âàðèàíòà òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ✳

à✮ á✮

Ðèñ✳ ✷ Ïðèìåðû êëàñòåðèçàöèè äàííûõ✳

Ïóñòü â êà÷åñòâå ➶✃Ó âûáðàí ýëëèïñ✱ çàäàííûé ïàðàìåòðè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè x = p cos(t), y = q sin(t)✱ ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðâûì ñëàãàå✲

ìûì â ✭✺✮ ✭òåì ñàìûì áóäóò îïðåäåëåíû ïåðâûå äâà êîýôôèöèåíòà èç ✭✺✮✮✱

ïàðàìåòðû ♣ è q êîòîðîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü✳ Ïîëîæèì✱ ÷òî îäíà èç

îñåé ýòîãî ýëëèïñà ëåæèò íà ïðÿìîé✱ îáëàäàþùåé òåì ñâîéñòâîì✱ ÷òî ñóììà

êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò çàäàííûõ òî÷åê äî ýòîé ïðÿìîé ìèíèìàëüíà✱ à êî✲

îðäèíàòû öåíòðà ýëëèïñà ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè àðèôìåòè÷åñêèìè êîîðäèíàò

ïðîåêöèé òî÷åê íà ýòó ïðÿìóþ✳ Òîãäà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñà ñâîäèòñÿ

ê ïîñòðîåíèþ óêàçàííîé ïðÿìîé è íàõîæäåíèþ ïîëóîñåé ýëëèïñà✳

➪óäåì èñêàòü óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé â âèäå ax + by + 1 = 0✳ ➬íà÷åíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ a è b íàéäåì èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàñ✲

ñòîÿíèé îò çàäàííûõ òî÷åê äî ïðÿìîé

S(a, b) =

∑n−1

k=o
(axk + byk + 1)2

a2 + b2
−→ min, ✭✻✮

òî åñòü✱ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ∂S

∂a
= 0, ∂S

∂b
= 0

∂S

∂a
=

2(b(b2 − a2)XY + ab2(X̄2 − Ȳ2)− 2abȲ + (b2 − a2)X̄ − an)

a2 + b2
= 0,



❰ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ ✶✸

∂S

∂b
=

2(a(a2 − b2)XY + ba2(Ȳ2 − X̄2)− 2abX̄ + (a2 − b2)Ȳ − bn)

a2 + b2
= 0, ✭✼✮

ãäå XY =
∑

n−1
k=0 xkyk✱ X̄ =

∑

n−1
k=0 xk✱ Ȳ =

∑

n−1
k=0 yk✱ X̄2 =

∑

n−1
k=0 x

2
k
✱ Ȳ2 =

∑

n−1
k=0 y

2
k
✳

➬íà÷åíèå b íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ b ·
(

a1 · b
2 + a2 · b+ a3

)

= 0 ✕ ñëåäñòâèÿ

ñèñòåìû ✭✼✮✳ ➬äåñü a1 = XY

(

1−
(

Ȳ

X̄

)2
)

−

Ȳ

X̄
(X̄2 − Ȳ2), a2 = −

2Ȳ 2

X̄
+

X̄

(

1−
(

Ȳ

X̄

)2
)

−

2nȲ ·XY

X̄2
−

n(X̄2−Ȳ2)
X̄

, a3 = nȲ

X̄
−

n
2
XY

X̄2
✳ ➶ûáîð íåîáõîäèìî✲

ãî êîðíÿ b äåëàåòñÿ íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé S (a, b)✳ äëÿ êàæäîé

ïàðû (a, b)✳

➚ëüòåðíàòèâíûì âàðèàíòîì âûáîðà ýòîé ïðÿìîé ìîæåò áûòü ïðÿìàÿ✱

ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåéíîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ✭ðèñ✳✸✮✳ Öåí✲

òðîì ýëëèïñà âûáèðàåòñÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé✱ êîîðäèíàòû êîòîðîé ÿâëÿþò✲

ñÿ ñðåäíèìè àðèôìåòè÷åñêèìè êîîðäèíàò ïðîåêöèé çàäàííûõ òî÷åê íà ýòó

ïðÿìóþ✳

à✮ á✮ â✮

Ðèñ✳ ✸ ➮çîáðàæåíèå ➶✃Ó✱ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü êîòîðîé ✕ ïðÿìàÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè✳

➘ëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëóîñåé ♣ è q ýëëèïñà ìîæíî ïðèìåíèòü îäèí èç

ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêîé èòåððàöèîííîé ñõåìîé✿

pi+1 = pi − α
L(pi +∆, qi)− L(pi, qi)

∆
, qi+1 = qi − α

L(pi, qi +∆)− L(pi, qi)

∆
,

i = 0, ...,m,

ãäå p0, q0, α, ∆, m ✲ ðàáî÷èå ïàðàìåòðû✱ êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ äëÿ êàæ✲

äîãî êëàñòåðà îòäåëüíî✱ L (p, q) ✕ ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò òî÷åê äî

ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè pè q✳

➬àìåòèì✱ ÷òî åñëè✱ îòòàëêèâàÿñü îò íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ➶✃Ó ✭íàïðè✲

ìåð✱ ýëëèïñà✮✱ ñðàçó âû÷èñëèòü ✭ïîäîáðàòü✮ âñå êîýôôèöèåíòû âñïîìîãà✲

òåëüíîé êðèâîé ✭✺✮✱ òî íà ñëåäóþùåì ýòàïå èòåððàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè
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ïîìîùè íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè✱ îïðåäåëåííîé íà äèñêðåòíîì

ìíîæåñòâå òî÷åê êîíòóðà ➶✃Ó✕ýëëèïñà✱ ñòðîèòñÿ íîâàÿ êðèâàÿ✱ êîòîðàÿ

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó✿ òî÷êè ➶✃Ó✱ â êîòîðûõ ýòà âñïîìîãà✲

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà✱ ïåðåìåùàþòñÿ âäîëü ñîîòâåñòâóþùèõ èì

âíåøíèõ íîðìàëåé ê ➶✃Ó✱ à òî÷êè✱ â êîòîðûõ ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíàÿ✱ ïå✲

ðåìåùàþòñÿ âäîëü ñîîòâåñòâóþùèõ èì âíóòðåííèõ íîðìàëåé ê ➶✃Ó✳ ❮îâàÿ

➶✃Ó îïðåäåëèò íîâûé ïîðÿäîê äàííûõ è äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå✱ ïðè

ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè ✭✷✮ íå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ✱ ÷òî îáåñïå÷èò ðåøåíèå

âòîðîé çàäà÷è✳

Ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà

➘ëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííîãî ïîäõîäà áûëà ðàçðàáîòàíà êîìïüþòåðíàÿ

ïðîãðàììà íà ÿçûêå ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ▼❆P▲❊✳ ➶ êà✲

÷åñòâå òåñòîâîé áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïîðÿäî÷èâàíèÿ äàííûõ ✕ ãîðî✲

äîâ Óêðàèíû✱ çàäàííûõ ñâîèìè ãåîãðàôè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ✭ðèñ✳✹à✮✳ ➶

êà÷åñòâå ïðèçíàêà ôîðìèðîâàíèÿ êëàñòåðà âûñòóïèë ïðèçíàê ðàñïîëîæå✲

íèÿ â ãîðîäå ïðåäñòàâèòåëüñòâà îäíîé èç ñòðàõîâûõ êîìïàíèé✳ ➶ ðåçóëüòà✲

òå â êëàñòåð ïîïàëî ✷✹ ãîðîäà✱ àëôàâèòíûé ñïèñîê è êîîðäèíàòû êîòîðûõ

ïðèâåäåíû â òàáëèöå ✭äàííûå âçÿòû íà ñàéòå ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝✐t②✲♠❛♣s✳r✉✴❝✐t②✲

❝♦♦r❞s✳♣❤♣✮✳

➑ ➹îðîä Øèðîòà✴➘îëãîòà ➑ ➹îðîä Øèðîòà✴➘îëãîòà

✶ ❈❤❡r♥✐❣♦✈ ✺✶✳✺✵◆ ✴ ✸✶✳✸✵❊ ✶✸ ▲✈♦✈ ✹✾✳✽✸◆ ✴ ✷✹✳✵✵❊

✷ ❈❤❡r♥♦✈ts② ✹✽✳✸✷◆ ✴ ✷✺✳✽✼❊ ✶✹ ▼❛r✐✉♣♦❧ ✹✼✳✵✽◆ ✴ ✸✼✳✺✼❊

✸ ❉♥❡♣r♦♣❡tr♦✈s❦ ✹✽✳✹✽◆ ✴ ✸✺✳✵✵❊ ✶✺ ▼❡❧✐t♦♣♦❧ ✹✻✳✽✺◆ ✴ ✸✺✳✸✼❊

✹ ❉♦♥❡ts❦ ✹✽✳✵✵◆ ✴ ✸✼✳✽✸❊ ✶✻ ◆✐❦♦❧❛②❡✈ ✹✻✳✾✺◆ ✴ ✸✷✳✵✵❊

✺ ■✈❛♥♦✲❋r❛♥❦♦✈s❦ ✹✽✳✾✷◆ ✴ ✷✹✳✼✵❊ ✶✼ ❖❞❡ss❛ ✹✻✳✺✵◆ ✴ ✸✵✳✼✼❊

✻ ❑❡r❝❤ ✹✺✳✸✼◆ ✴ ✸✻✳✹✺❊ ✶✽ P♦❧t❛✈❛ ✹✾✳✺✽◆ ✴ ✸✹✳✺✽❊
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äàííûõ êëàñòåðà ñîñòîèò â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé✿ çàäàþò✲

ñÿ êîîðäèíàòû èñõîäíûõ òî÷åê❀ âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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